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۳ قتان الوه 
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؟. معايير التراص في يعض الفضاءات التايعية ‏ . 
*. شمولية الفضاء [1 ,0 ] © 








.تعميم المقا. 





شمولية تعرف باسم التحليل التابعي . 


:دون التعرض إلى 





ك جاءت ضرورة التعرف على المفاهيم الأساسية للتحليل التابعي وأهمية معرفة 
أسسه العامة 


اتناولنا في هذا الكتاب ٠‏ والذي يغطي مفردات متهاج التحليل التابعي ١(‏ ) + 


ابعي ٠‏ فقد درسنا في الفصل الأول الفضاءات المترية ومسألة التقارب 





لمن 3 
فيها وكذلك مسألة إتمام الفضاءات غير التامة كما استعرضنا مبدأ المؤثرات الضاغطة 
وتطبيقاته . 

في الفصل الثاني درست الفضاءات الخطية المنظمة وخصص جزء وافر لفضاء 
ت المؤثرات الخطية والدال 
ة مؤثرات » كما أعطي 
ات الخطية في بعض الفضاءات التابعية ودرست مسألة تمديد دالي 





أت الخطية في 






الشكل العام للدا 





خطي من فضاء جزئي من فضاء خطي منظم على الفضاء بأكمله مبرهنة ( هان - 














يدرس في القصل الأول لطلاب السنة الرابعة ( شعبة التحليل ) في كلية العلوم ٠‏ 


من الجوانب التطبيقية 








لمحة تاريخية 





القرن العشرين ظهر فرع تحليلي جديد في التحليل الرياضي وهو ما 








القد توضعت المفاهيم والطراتق بية للتحليل التابعي 
الفروع الأكثر قدما في التحليل : قي حساب التحولات » في نظرية المعادلات 
يب التوابع » في الطرائق العددية للتحليل » وب شكل 
املية. 


يجياً قفي جوف 


التفاضلية ء في نظرية 






خاص في نظرية المع 

إن جوهر التحليل التابعي ينحصر في الانتقال من مجموعة المفاهيم والطراكق 
نية قي التحليل الرياضي ( وقي الساحات المشتركة بين الجبر و الهندسة ) إلى 
لات طبيعية أكثر تعقيداً » إضافة إلى استخدام أوسع للطرائق 





الابتدا 





مواضيع أكثر شمولن 
الهندسية والجبرية . 
الذي سمح بالنظر إلى المسائل » التي استعرضت سابقا وبشكل منفصل في فسروع 
التحليل المختلفة » بنظرة موحدة إن إقامة الصلة بين مابدا بعيداً في النظريات 
يكفي الإشارة هنا إلى مجموعة 
التفاضلية والمعادلات التكاملية وغيرهيا من 





القد ارتبط هذا الانتقال بتعميم المفاهيم الأساسية للتحليل ؛ الأمر 


الرياضية قد ساعد في اكتشاف حقائق رياضية جديد: 
نظريات الوجود لحلول المعا 
المعادلات الناتجة عن استخدام طرائق التحليل التابعي في السنوات الأخيرة . 








لقد أصبح ممكنأ تعميم المفاهيم الأساسية في التحليل الرياضي وذلك لأنه في 
تطوير الفروع المختلفة قد وجد العديد من الأمور المشتركة بين المفاهيم والطراتق 
المستخدمة هناك ٠‏ كما وجدت تلك المفاهيم والطرائق مثيلا لها في الجير والهلدسة 
كطريقة التفريب المتتالي المستخدمة في حل المسائل المختلفة في الجبر وفي التحليل . 
وهكذا كان تعريف الدالي والقيم الحدية للدالي وشروط وجود الحديات في حساب 
التحولات مماثلاً لتعريف التابع ( لمتحول واحد أو عدة متحولات ) والقيم الحدية للتابع 
وشرط وجودها في الحساب التفاضلي . 


۳ 











ات التكاملية الخطية .1 







ظهرت وبشكل أكثر تتابعاً في نظر 
في وقت لاحق . إلى جائب تعميم مفاهيم التحليل تم في 
الهندسية بداية من اكتشاف هندسة لوباتشقسكي غير الإقل 
هندسي للتوابع لعدة متحولات كصورة 
- إلى جانب ذلك بدأت تماثلات جديدة يالظهور يين التحليل 


بعداً بإعطاء 





ندسية متعددة الأر 








والهندسة كما ظهرت إمكانيات جديدة في هندسة التحليل الأمر الذي تطلب تعميما 


لاحقة للمفاهيم الهندسية 





- سنذكر هنا نسئن الأبظة ٠‏ 

إن مجموعة الحلول لمعادلة تفاضلية عادية خطية متجانسة من المرتبة /, 
إيزومورفية للفضاء الشعاعي ذي ال ” بعداً ٠‏ ومن أجل مجموعة الحلول لمعائلة 
تفاضلية جزئية خطية من المرتية ” يكون المثيل الهندسي هو الفضاء اللانهائي البعد 


ال الرائع للتمائل الرئسي والعميق 





كتعميم للفضاء الشعاعي ذي ال 7 بعداً . إن 
بين مفاهيم التحليل والهندسة تعطيه نظرية النشر بدلالة جمل التوايع المتعامدة إن هذه 


الجمل متوافقة كثيراً مع جمل الأشعة المتعامدة قي الفضاء الإقليدي . وهو ما تؤكده 





التسمية ذاتها .إن نشر شعاع بدلالة المحاور يقابل نشر تابع في سلسلة فورييه » كسا 





أن مبرهنة فيثاغورث تقابل بمبرهنة بارسيفال = ستيكلوف . وهكذا . وققاً لذلك ومن 





أجل التمثيل الهندسي لجملة لانهائية من التوابع المتعامد: 





أمر مجدداً تعميم 
الفضاء الإقليدي إلى فضاء لانهائي اليعد . مع تطور التحليل الرياضي وتطور الهندسة 
لم يرتفع عدد التماثلات بين المفاهيم في مجالات التحليل المختلفة وبين مفاهيم التحليل 


والهندسة وإنما أصبح أيضاً من الواضح أن التماثلات في النظريات المتقدمة غدت 





ج للتقارب في المفآهيم المتوضعة في أساس تلك النظريات . مثل هذه المفاهيم هي 





مفاهيم الارتباط التابعي ٠‏ الانتقال إلى النهاية » الاقتراب . المسافة والتي اس تخدمت 
باشكال مختلفة » مباشرة أو غير مباشرة ٠‏ في تلك النظري 
التحليل التابعي ٠‏ كما بيتا » ليس فقط تعميم المفاهيم وإنما أيضاً 








إعطاء التأويل الهندسي للمفاهيم والطرائق الأساسية للتحليل الكلاسيكي . سنعتبر توابع 





صف ما تقاطاً أو أشعة قي فضاءات تابعية . وكما ذكر: 





تعميما لاحقا للمفاهيم الهندسية للفضاءت الشعاعية اللانهاثية البعد الإقليدي وغيرها من 





القضا وقد أدى هذا الأمر أخيرا إلى بناء مفاهيم عامة للفضاءات المترية 
والفضاءات الخطية المنظمة والقضاءات التوبولوجية والتي تشتمل » كما سبق ٠‏ على 
المواضيع الهندسية المدروسة وكذلك على الفضاءات التابعية . 

إن تعريف الفضاءات المجردة قد سمح بمعالجة العديد من مسائل التحليل 
باستخدام المقاهيم الهندسية ٠‏ وقد استخدم هذا العرض الهندسي للنظريات التحليلية ليس 
فقط في المراجع الرياضية وإنما أيضاً في الأعمال الفيزيائية والميكانيكية . تبعأ ل ذلك 
قد ضمن بنتيجة التماتل مع الحقائق الأخرى من الهندسة 
ذي ال 7 بعدا . كما أن العديد من البراهين لأمور أخرى قد أنجز بطرائق هندسية . 














قإن العديد من الحقائق 


بهذه الصورة وجد > 





يقة جديدة هندسية قي التحليل . وإلى جائب تعميم المفاهيم 
الهندسية وفي الوقت نفسه جرت 








من ناحية أولى : نقلت العمليات الجبرية المعرقة على الأ 
طبيعة أكثر اتساعاً ( المصغوفا 
E‏ الحقل وغير ذلك . وبنتيجة تطبيق 
المفاهيم الجبرية على التحليل بدأت دراست التحويلات الجبرية والتي عرفت فيها 
الانتقال إلى النهاية . من ناحية ثانية ويشكل أكثر اتساعاً بدأت دراسة تلك الحقيقة الت 


اد إلى مواضع ذات 





المؤثرات وغير ذلك  )‏ كما ظهرت وتأصلت في 





تعتبر فيها عمليات التحليل نها 





لقد لعبت تعميمات المفاهيم الجبرية في التحليل التابعي الدور نفسه الذي لعبته 
بالمقابل الفصول“الأولية في الجبر في التحليل الكلاسيكي . 

هكذا فقد قوبل الجبر الخطي بنظرية المؤثرات الخطية والتي كرس لها قسم 
كبير من هذا الكتاب . 

بالرغم من التطور الكبير والمستقبل الذي بلغه التحليل التابعي كعلم رياضي 
يتايع a‏ الرياضية الأخرى الجديدة 


أي تم في السنوات الأخيرة في نظرية الفسضاءات 




















الفصل الأول 
الفضاءات المترية 
Metric Spaces‏ 
-١ 5‏ الارتباط التابعي . الفضاء . الترتيب . 
Functional dependence . Space . ordered‏ 


يعتبر مفهوم الارتباط التابعي أحد المقفاهيم الأساسية في التحليل 
کر التابعي المدرج في التحليل : لتكن 8 و 7 
ابلنا كل عنصر د ١‏ وفق قاعدة معينة 






إننا نقول إنه معرف أدينا تابع وحيد القيمة ()/- "( 


قيمه متوضعة في المجموعة 7[ ٠‏ وتسمى المجموعة 25 





النلاحظ أنه في مفهوم الارتباط التابعي ليس ضرورياً أن تكون المجموعتان 1 





و 1 مجموعتان من العناصر 
باط التابعي ٠‏ والأمثلة على ذلك كثيسرة 


و 7 مجموعتين من الأعداد الحقيقية ٠‏ وياعتبار ) 





ذات طبيعة متباينة نأتي إلى مفهوم أعم 





في مختلف فروع التحليل الرياضي 

مثال١‏ . لیکن( ہا ,۔.. .× × ) ر = «ر تابعا حتيقياالب ۸ 
هي مجموعة الجمل المرتبة من ” عدداً جقيقياً 
وتكون ١‏ هي مجموعة الأعداد الحقيقية . 





مثال ؟ . ليكن (د)/  -‏ تابعاً شعاعياً يقابل الأعداد الحقيقية » 
بالأشعة ذات ال 7 بعدا . هنا تكون 1 هي مجموعة الأعداد الحقيقية أما لا 
فتكون مجموعة الأشعة ذات ال 7 بعداً . 


مثال ۳ . تستعرض في حساب التحو لات داليات من الشكل : 


(dx 





i(p)us 1 ا‎ 


۷ 





أن ر يمر 








لنواة (ى ,4/4 معرقة ومستمرة في المريع 8 > 5 ,7 > 4 عندئاذ 





يمكننا النظر إلى تلك المساواة كقاعدة يرتيط وفقها كل تابع ( / ) : مستمر على المجال 





[ 4.8 ]_بتابع آخر مستمر على نفس المجال ٠‏ وتكون هنا كل من ]2 و[ مجموعة 
التوابع المستمرة . 

سنعطي الآن التعريف العام للارتباط التابعي . لتكن ١‏ و ۷ مجموعتين ما 
ولتكن لدينا قاعدة معلومة نقايل وفقها كل عنصر > د ١‏ بعنصر وحيد معرف تما 
ا 8 ٠1‏ عندئذ نفول إنه لدينا مؤثر (د)/ج ر معرف على المجموعة × 
ومجموعة قيمه متوضعة في المجموعة 3 7 . ونقول أيضا إنه لدينا تطبيق 
للمجموعة X‏ في المجموعة ۲١‏ . في الحالة الخاصة › عندما تكون المؤثر 
حقيقية فإن المؤثر يسمى دالباً . 

يسمى العنصر ١ر‏ د ۲ الموافق للعفصر ند 3 لال بالتطبيق ()/ر > , 
صورة العنصر :د كما يسمى ٠١‏ بالصورة العكسية للعنصر ر د ۲ 


إذا طبق ( + )/ = ر المجموعة ۸ على المجموعة ١‏ فإنه » من الواضح › من أجل 





كل عنصر ٠ر‏ < ١‏ يوجد على الأقل صورة عكسية واحدة × . في الحالة التي 
يوجد فيها من أجل كل عنصر ٠ر‏ د ١‏ فقط صورة عكسية واحدة د 29 فإن 
التطبيق د على "ر المحقق بالعلاقة ( «)/ > 7 يسمى تطبيقا غامرا ومتباينا( وحيد 


7 أنصطلح بأن نقول إن خاصة (ظرفً) ما تتحقق على المجموعة إذا تحقق من أجل جميع عناصر تلك 
المجموعة وإنها تنحقق في المجموعة إذا تحققت . من الممكن ٠‏ ليس من أجل جميع عناصر المجموعة 














التابعي يعتبر مفهوم النهاية و مفهوم الاستمرار 
المرتبط به من المفاهيم الهامة قي التحليل . تسمى المجموعة التي عرفت فيها بشكل 
أو بآخر مفهوم نهاية متتالية بفضاء. وتسمى الفضاءات ال 
متتاليات عددية بفضاءات تابعية ٠‏ وتشكل دراسة بعض صفوف المؤثرات المعرفة في 
الفضاءات التابعية المحتوى الآساسي للتحليل التابعي . 

لتستعرض هنا بعض المقاهيم المستخدمة قي التحليل التابعي . 


لنفرض أنه في المجموعة 1 قد عرفت علاقة ترتيب من أجل بض أزواج 


عناصرها توابع أو 





6 عناصرها‎ 
a<hb 


ولنفرض أيضاً أن هذه العلاقة تحقق الشروط 





)١‏ من > 4ه و >٤‏ ظ ينتج أن > ه 

a <a (r 

۵= من ط> ۾ و »> ط ینتج أن‎ )٣ 
عندئذ نقول إن المجموعة × مرتبة جزئيا ( "ع0 «ااهة«دمم ) ويسمى‎ 
العنصران 4 ء 8 واللذان من أجلهما تتحقق العلاقة ط > ۵ أو »> 0 بعضصرين‎ 
مقارنين . تسمى المجموعة 1 مرتية ( أو مرتبة خطيا )( أو مرتية كلياً‎ 
» إذا كان من أجل أي عتصرين مختلفين منها ى ,ظ لما ط>‎ ) 4 ordered 
أو م > م.‎ 

نقول عن مجموعة جزئية ١‏ من مجموعة مرتبة جزئيا إنها محدودة مسن 
الأعلى إذا وجد عنصر مثل ا يحيث إن 8 >/رمن أجل جميع العناصر "ر۷3 » 
ويسمى العنصر 0 حداً أعلى للمجموعة ١‏ ويسمى أصغر حد أعلى للمجموعة بالحد 
الأعلى الأصغري أوالحد الأعلى للمجموعة . 
بالمئل تماما تعرف المجموعة المحدودة من الأدنى والحد الأدنى والحد الأدنى 
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الأعظمي أو الحد الأدنى للمجموعة . 
يسمى العتصر ,2 153 عنصرا أعظميا إذ 








)20 + ) محقق للعلاقة د > 20 . 
انذكر هنا توطئة زورت 


توطنة زورن ( [e٩‏ !20777 ) : 











مثال ١‏ . لتكن ١‏ هي مجموعة الأعداد الحقيقية ولتكن العلاقة > هي العلاقة 
> عندئذ من الواضح أنه أيا كانت الأعداد الحقيقية 4 , / , © فإن : 
)١‏ مكه 


)١‏ إذاكان م > 4 وكان »© > 6 فإن © > ۾ 


؟) إذاكان 6 > ۾ 





هي علاقة ترتيب جزئي من أجل الأعداد الحقيقية . وفي هذه 





بالتالي فإن العلاقة 
الحالة نلاحظ أن الأعداد الحقيقية فعليا مرتبة كليا ٠‏ 


مثال ؟ . لتكن ر مؤلفة من مجموعة النقاط في الث ”/ ) 






من أجل أي عنصرين × , ر من ا 
سنقول إن ر > × 5 
تمامآً بطريق صاعدة أو بشكل ثابت . بال 

۸ 6 





نجد » >6 > © ١‏ من السيل التأكد من أن 


)١( شل‎ 


721 شرة 


٠‏ من الواضح 





أن علاقة الترتيب المعرفة تحقق جميع الشروط المذكورة أعلاه . ومن الواضح 


أيضاً » أنه إذا احتوت 44 على أكثر من عنصرين فإنه تبعا ل ذلك ل تكون 


في المجموعة 7 يوجد عنصر أعظمي وهو المجموعة 1١‏ نفسها والتي ينظر إليها 
وكأنها مجموعة جزئية وفي هذه الحالة تكون توطئة زورن محققة وضوحأً . 
5 ؟- الفضاءات المترية 
Metric Spaces‏ 

يقابلنا في التحليل الرياضي عدد من مفاهيم النهاية » إضافة إلى أنه في بعسض 
الحالات ومن أجل متتالية ما » وبالرغم من أن لعناصرها نفس الطبيعة الرياضية ٠‏ 
تعطى مفاهيم مختلفة للنهاية وذلك تبعاً للمسألة المطروحة . كنا قد تعرفنا قبل كل شيء 
إلى مفهوم نهاية متتالية من الأعداد الحقيقية ووجدنا أن هذا المفهوم يعمم بشكل مباشر 


على متتاليات الأعداد المركية وكذالك متتاليات المتجهات ذات ال 7 بعداً . من شم 


توصلنا إلى متتاليات التوابع ٠‏ ووجدنا أن هناك مجموعة من مفاهيم التقارب : النقطي 
( غير المنتظم ) ٠‏ التقارب المنتظم ٠‏ التقارب الوسطي ٠‏ وهكذا . 


إن جميع مفاهيم التقارب تلك تشترك بشيء عام هو أن تقارب متتالية 


العناصر ,: ( أعداد أو أشعة أو توابع ) إلى العنصر : يعني الاقتراب غير المحدود 


لبد من × . أي إن المسافات بين ,د و د تصغر بشكل غير محدود بين كل 
الفهمنا للمسافة بين 
,ند و “د نحصل على التعاريف المختلفة للنهاية . ومن المفيد إعطاء تعريف عام 


العناصر وذلك عندما تزداد 7 بشكل غير محدود . هكذا ووا 


للمسافة بين عناصر مجموعة مجردة وبشكل 
هذه المسافة نعرف في المجموعة عملية الانتقال إلى 
النهاية وتحويل تلك المجموعة إلى فضاء . 


على جميع الحالات الخاصة 





اة نحذف 4 ونكتب فقط 3 كرمز للفضاء المتري . تسمى 
الخاصة(//: ) بخاصة التناظر أما المتراجحة ( 7 ) قتسمى بمتراجحة المثلث . 


نسمي التابع # ي X‏ > - 4 والمحققل(1), ([) . (١آ)‏ بنشصف 


مسافة ( 716/1 - 56717 ) ونسمي (4 , ١‏ ) فضاءنصف متري 
( عمدمه ءاه - sem‏ ) في هذه الحالة . 
ملاحظا 


1 ) المسافة 4 . بشكل دائم ٠‏ ليست سالبة . في الواقع ٠‏ من أجل × , ۷ 


ينتج أز 


d(x.y)+d(y. x) 2 d(x.) 


و بالتالي فإن 


2 ) إذا كانت × ,ر ء'× › ۷ 
dr. ¥)‏ + )¥ ك la(x. y)-d( x‏ 
في الواقع ٠‏ بما أن 
.)كل 


ES ARSE EEN‏ رشبا ل ىا شدلا 





وبميادلة مواضع × و ر بمواضع 
+d CF)‏ )هع (لزمع) ل = dN)‏ 

ومن المتراجحتين الأخيرتين تحصل على العلاقة المطلوبة . 

3 ) كل مجموعة غير خالية ١‏ يمكن تحويلها إلى قضاء متري . ( بطريقة بديهية ) 

بتعريف مساقة 4 على التحو : 
EA‏ 

بسهولة يمكن التأكد من أن » مسافة على × ٠‏ مى 4 في هذه الحالة مسافة 

تافهة ( [۷4/٠۲١1‏ ) ويسمى القضاء ( 7 . ل ) فضاءً متريا منفصلاً 

٠ ) 11567610 11011“ 0‏ لاحقاً سنسمي عناصر القضاء المتري نقاطاً . 


ونشير أخيراً إلى أن كل مجموعة 1 متوضعة في الفضاء المتري '1. و مقرونة بنفس 


المسافة المعرفة بين عناصر X‏ تكون هي نفسها قضاء مترياً وتسمى فضاء جزئياً من 


الفضاء × 
نهاية متتالية 
يسمى العنصر × من الفضاء المتري + نهاية لمتتالية العناصر 


)x,.,×( +0‏ 4 عنما 


6 ! من الفضاء المتري + متقاربة 


ارب إلى نفس النقطة . 





ايكون 
d(x.) SOY OnE CS‏ 

وذلك من أجل ” كبير بقدر كاف . بما .ر 

المتراجحة الأخيرة ممكنة فقط إذا كان 0 = ( ل 

مبرهنة ‏ . إ من ۸ متقاربة إلى النقطة × < ١‏ 
قإن الأعداد (0, ,> )4 تكون محدودة من أجل أي تقطة مثبتة 0 من الفضاء × 
في الواقع » استنادا إلى موضوعة المثلث ومن أجل أي عدد ١‏ يكون لدينا : 

© > (0.) ل + غك (0ع)ك + (ح. ,)اق ك(6,,د)ك 
و ذلك لأن المتتالية العددية | ( 6 . ,د ) 4 1 المتقاربة تكون محدود: الي فإن 
الأعداد ( , ,)0 لا يمكن أن تزيد عن .1 

نسمي مجموعة النقاط :د من ا والمحققة للمتراجحة >١‏ (4» ,)0 
( ”> (4)3.4) بكرة ( كرة مغلقة ) مركزها النقطة »و نصف قطرها/ 
مركزها 


وسنرمز لتلك الكرة ب ( 0,7 ) $ ( بالمقابل .)5 ) ونسمي أية 
النقطة »د جواراً للنقطة »د . 

بسهولة نرى أن النقطة ۲ تكون نهاية للمتتالية | ,: ! فقط وفقط عندما يحتوي أي 
جوار للنقطة : على جميع حدود المتتالية بدءاً من رقم معي . 


نسمي مجموعة النقاط المحتواة كلياً داخل كرة ما بمجموعة محدودة . 


في بعض الأحيان يكون مفهوم نهاية متتالية من العناصر في فضاء ما معرفاً فإذا 


أمكن تعريف مسافة في ذلك الفضاء بحيث يتطابق مقهوم نهاية المتتالية المعرف وفقها 


مع المفهوم المعطى سابقا » فإننا نقول إنه يمكن تمتير هذا الفضاء . 





2خ S(a,r) N (Mla)‏ 
أي عدد + . تسمى المجموعة /1 الناتجة عن المجموعة /1/ بإضاقة نق اط 
تجمعها إليها بلصاقة المجموعة ۸1 . 
بسهولة يمكن التأكد من أن لصاقات المجموعات النقطية قي الفضاء المتري تتمتع 
بنقس الخواص التي تتمتع بها لصاقات المجموعات العددية النقطية . وعلى وجه 
التحد 


من أج 

















1) MUN 
2 McM 
3 a a 
كما أن لصاقة المجموعة الخالية هي المجموعة الخالية‎ 
1/14 تسمى المجموعة /1 مجموعة مقلقة إذا كانت 14 - 14 . بينما تميمى‎ 
© مجموعة مفتوحة إذا كانت متممتها /1 ! ' مغلقة . ونقول إن المجموعة كثيفة في‎ 
إذا كاتت 7/7 ك © . قي حالة خاصة نقول إن المجموعة 71 كثيفة في كل مكان‎ 





في الفضاء 1 أو اختصاراً كثيفة في كل مكان ٠‏ ونقول أخيراً إن 
المجموعة 1/7 ليست كثيفة في أي مكان في الفضاء د إذا احتوت أية كرة في 
داخلها من هذا الفضاء على كرة خالية من نقاط المجموعة ١١‏ (. 

التوابع المستمرة 

لیکن ا و ۲ فضاعين متريين » وليكن ( × )/ = ١‏ تابعامعرفاعلى 
مجموعة ما ۸4 من الفضاء × وقيمه متوضعة قي الفضاء ۷ . نقول إن التابع ( + )/, 





مستمر في النقطة م د۸4 إذا وجد من أجل أي عدد ع > 0 عدد ة > ۵ بحيث إن 
> ((310)/.()/) :4 تكون محققة من أجل أية نقطة 1/3 محققة 


للمتراجحة 





dr(x.xo) <8‏ 
من تعريف الاستمرار للتايع ( × ) / ينتج أنه إذا كانت ود ه ,زد ٠‏ 
M)‏ ع س6 





"أللاطلاع على موضوع المجموعات المغلقة والمفتوحة في الفضاءات المترية يمكن العودة إلى 11] 





(3)/ ه (,)/ والعكس أيضاً صحيح أي إنه إِذا كان (متد )رح (,ند)/ 





من أجل أية متتالية ! ,د 2 14 متقا, 





ود د 11 فإن التابع ( د )“ريكون 


مسرا في ,م« - 
برهان هذه الخاصة يمكن تحقيقه تماماً كما قي التوايع الحقيقية لمتغير حقيقي 
كنتيجة للمتراجحة : 


d(x. x) + d(y.y')‏ ع ازعد .د )ه-زرع)ها 
نحصل مباشرة على أن تايع المسافة ( 4)٠, ١‏ هو تابع مستمر بالنسية لمتغيريه × 
و7 بمفهوم أنه إذا كانت ج رد و لر ج رر قان : 

d(x. ¥) > d(x») 
في الواقع » استنادً المتراجحة المذكورة ي‎ 
|), ين ماع زع نك > | تيك زر‎ ¥) +0 
م‎ 


ليكن ‏ و ١‏ قضاءين متريين ولنفرض وجود تطبيق وحيد القيمة بالتبادل 








الهوميومور 
للفضاء ١‏ على الفضاء ١‏ إذا كان هذا التطبيق مستمراً بالتبادل 7) قإن هذا 
التطبیق يسمی هوميومورقيزماً بين ۸ و ۲ كما أن الفضاعين و ١‏ يسميان 
هوميومورفيين . 
أقبل أن نأتي لاستعراض أمثلة عن الفضاءات المترية نذكر أولا بعض المتراجحات 


الضرورية والتي سنستخدمها لاحقاً في دراستنا 


8 *- متراجحات أساسية 
Main Inqualities‏ 
.١‏ القضاء ( £ )"1 
لتكن ۳ مجموعة غير خالية وليكن 1/ 


© - جبر المجموعات القيوسة في × 





معرفاً ومنتهياً على 6 » 


مجموحة قوسة مامن 6 واب 





عدداً معطى و م> / لنرمز ب 47 لمجموعة جميع التوابع القيوسة / والمحدودة 



















© ص ع بره ارال 


اسنعتبر في القضاء 17 أن التابعين المتكافنين متطابقان . بسهولة يمكن التأكد أن "1 
فضاء خطي . في الواقع ٠‏ إذا كان /ر < ”2 فإنه من أجل أي ثابت © يكون 
ef‏ 3 

ليكن الآن ‏ »ع د 17 ولنضع : 


3 
]مدع‎ f(x) 6 


|/()+e(x)|' 





flr+ elan <2" ]| برك “زع‎ > + 





flr+el au 


jI/ +g" dı < + 





ت صلة وثيقة بفضاء آخر من النمط نقسنه هو الفضاء 1 


(على نفس المجموعة £ ) حيث إن / و 4 مرتيطان بالعلاقة : 





زا-“"”) سد ()م 


أجل 1 >/ و (4) < 0 من أجل / < ۲ وققاً 





المجال [ 1 .0 )ومتناقصأفي المجال 


عندما / = ۲ء يذلك يكون (1) 50 (0)۲ 








<m(1-1) أو‎ 


تأخذ المتراجحة الأخيرة الشكل : 








A-1 m(3-1) 
1 6 
"1م "ه‎ < ma+ (l-m)b 
- ویما ی = ر - بم-1 إن المترلجحة (2.. 3.. / ) تتحقق‎ 
9 م‎ 


۸ 














5 / دإنعاع رءع)/| 


وبما أن الطرف الأيمن تابع جمعي على المجموعة 5 فإنه استنادً إلى خواص التوايع 
يكون الجداء جم ./ أيضا تابعاً جمعياً ووققاً لذلك نجد أن 








ابطر ل وك جل كر رز > | مله ع2[ | 
0 2 71 


وهذه المتراجحة تتحقق أيضا في الحالة التي يكون فيها أحد التكاملين ,1 أو :/ 
معدوماً وذلك لأنه في هذه الحالة يكون / أو م مكافتاً للصفر . 

بذلك تجد أنه من أجل أي تابعين / د "1 و ج < 1 يكون الجداء م ./ تابعاً 
جمعياً وتتحقق المتراجحة 


0) "بره >" 





| fre | <( flr" a" (fle 
0 م م‎ 


والتي تسمى بمتراجحة هولدر . 





كحالة خاصة من متراجحة هولدر تنتج متراجحة بونياكوفسكي !3" ( 2 = ي = بر) 


Her‏ . .0 ( 1937 -1859) ریاضي اشمقی 


Bonîekoveky |‏ .۲.1 )1889 -1804) رياضي روسي 


54 











rê | < (fF a |j du (1-3.4)‏ | 
£ 3 ما 
متراجحة مينكوفسكي () 
لیکن / و م تابعين كيفيين من 1/7 ولتضع : 
dw . 1= lel" du . 1= [|r| de‏ “اع +/ى|] - 1 


ولنبرهن على أن : 
Leu‏ 





افي الحالة التي يكون فيها / > 0 تكون المتزاجحة ( 3 . 3 . / ) تافهة لذا سنفرض 
أن 07 


التابع ”| بم +/ | جمعي قإن 
0 1 5-9186 

التابع ”| ع + /| د "1 . ولئلاحظ أن /- م = ك وبالتالي قإن : 

q 
1 


ولنفرض أن 7 هو العدد المترافق مع / ٠‏ بما 





[/(x) +g(x) 





(1.3.6) 
< (foleleg(OD|I/(s) +g (0| 





Minko‏ . © (1909 - 1864) رياضي ألمتي 





وهذا بدوره يؤدي إلى المتراجحة (5 . 1.3 ). 


هكذا من أجل أ. f‏ . د ”2 تتحقق المتراجحة : 





ار 





1 
)1.3.5( مه لعل | + ( )> (+s‏ 
ّ ا م 


والتي تسمى بمتراجحة مينكوضكي . 
القضاء ,ا (م > 1) 


التكن الإ مجموعة متت 








1 A 
: والتي من أجلها‎ 

< 
والى جاتب هذا القضاء يدرس الفضاء ,/ ورك 2 وهو مجموعة 
المتتاليات العددية !. . ..,.. . ..:7 .77) = (١‏ والتي من أجلها 

> "وا 
نأتي الآن لا متراجحة هولدر من أجل المجاميع . 





بتعويض 4 , 8 في المتراجحة (2 . 3 . / ) على الترتيب ب : 












| E 
Zln!" 
ln" 
Pls +azlanl 
بالجمع على أ نجد‎ 


Sm (1.3.6) 








لنبرهن الآن متراجحة مينكو: 
| :7 ) > 'ر ولنبرهن على صحة المتراجحة 


(23.8) | “اا 


النلاحظ قل كل شيء أنه إذا كانت 











4 1 fmt e 1, 
+, $| + +, | 0 
2] 2 | | 
2 "اسان اء+‎ | 





rr 











lê, +, 


215+ 





يقسمة الطرفين على 


|a+h| 
1+|a+b| ` 1+la| |ما+‎ 





للبرهان سنفرض أولا آن ۾ » | من إشارة واحدة ويمكننا أن تعتبر أن ى >0 و 








8 >0 قنجد 
al RCE‏ 
1+|a+b] 1+a+b 1+a+h I+a+h 1+a 1+b‏ 
من إشارتين > ۵ » ت وفي هده الحالة تتحقق المتراجحة . لنفرض الآن أن 





ولنعتبر أن || < |ه| عندئذ يكون : 
|| > إ|مجم| 
النستعرض التابع 


كت = (»)/ 
+ 


FN) 1 0 
رمي‎ > 
)1+-( 


أي إن التابع (د)/رمتزايد . وهذا يعني أن (|2|)/ > (|0+8|)/ 
a+b|‏ 


بالتالي فار لل 
و بالتالي فإن e‏ 








rr 








8 4- أمثلة من الفضاءات المترية 
والتقارب فيها 3 
-١‏ المحور الحقيقي ) The Real Number AxiS‏ ( 


ليكن #/ = ا حيث إن # مجموعة الأعداد الحقيقية . إذا كان × ٠‏ ر د ۸ 








ax.) = || 


في هذا الفضاء هو التقارب العادي 





إن موضوعات المسافة واضحة ٠‏ كما أن 


العددية . 


المغروف بالنسبة للمتتال 
-١‏ الفضاء الإقليدي ) Eclidean Space‏ ( 





لتكن ١‏ الفضاء العددي ذي ال ” بعداً . أي إن مجموعة جميع الجمز 
المرتية و المؤلفة من عدداً حقيقياً . إذا كان : 
Y “{ 0r. Mm} 5 x =¥‏ 





d(x.) = JÈ (E-nPF 





٠ d(x.) 0 50| for k¬> ® 





فج مع م 


وهذا مكافئ للشرط ييا 
بذلك نجد أن إلتقارب في هذا القضاء هو 








يسمى الفضاء ١‏ والمقرون بهذه المسافة بالفضاء ١‏ 


E, ل‎ 





*- قضاء التوابع المستمرة ذو المسافة التشبيشيفية 
The Space of Continuos Functions With Chebyshev Merrie )‏ ( 
لتكن ۸ مجموعة جميع التوابع المستمرة والمعرفة على المجال [1 ,0] (© 


النعرف مسافة على هذه المجموعة بالعلاقة : 





d(x.¥) = max |x()- »()| 


النتأكد من تحقق موضوعات المسافة . )» d(x.‏ <0 و0-=)»,d(x‏ 





إذاو فقط إذا كان (/ )2 > (2)4 و (غد,ثر)ك > (2 ,)4 واضح. 





يتبقى أن نتأكد من فرضية المثلث . من أجل أية نقطة / < [1 ,0 ] ل 
[y»(D -2(0]|‏ + ]0(»=- (نم]| = |0(= =0( 











> |x(0-y(O| + |»(-2(0| <“ 


< max |x(r)-y(1J| + max |» ()-3(1)| 


= d(xy) ¥ d(».2) 


ولذلك فإ 





d(x,2) = max |x()-=()| sS d(x.y) + dO 
تسمى مجموعة التوابع المستمرة والمعرفة على المجال [ / .0 ] والتي غرآفت عليها‎ 
المسافة المذكورة أعلاه فضاء التوايع المستمرة وترمز له ب [/ , 0] © ويطلق عليه‎ 
أيضاً فضاء التوايع المستمرة‎ 

تتطابق مع الانحراف التشبيشيفي . 

لنستعرض التقارب في الفضاء [1 , 0] € . لتكن! (۲ ) ٠,‏ ) متتالية من عناصر 

الفضاء [/ .0 ] © متقارية إلى العتصر (۲) ×+( دجم 0ج(x×.وd)x).‏ 





المسافة التشبيشيفية وذلك لأن المسافة بين التوابع 





1-a 





أإذا كان مجال تسول / هو | 8 ,6 ] فقه 





٣‏ يؤول ذلك المجال إلى المجال 
-a‏ 
10.11 











max |x,(1)-x(ı) | >0 , مجم‎ 





أي عدد £ > 0 يوجد عدد مئل (&) 27 و 





max |x,(1)-x(r)| < 


من أجل 7 > (5) ,7 وبالتالي قإن 


|x,()-x(0| > 


إن هذا يعني أن المتثالية 


من أجل ۸> )٤(‏ ر« ومن أجل جميع [ 1 .0 ] © / 





تتقارب بائتظام إلى (۲ ٠)‏ 
بسهولة يمكن التأكد من العكس » أي إنه إذا كانت 
بانتظام إلى (/ )كدفين 0 ح (2, ١0),‏ 


؛ - فضاء المتتاليات العددية المحدودة 





)0 متقارية 





المتتالية 


( The Space of Bounded Sequences of Numbers ) 


لتكن ا مجموعة جميع المتتاليات العددية المحدودة 


هذا يعني أنه من أجل كل عنصر + يوجد ثابت ,7 وبحيث إن ,8 











ssup |, | + sup], = ¢, | 


= d(x.) + (2.ر)ك‎ 


1(x.») + d(».2) 





يسمى الفضاء 1 








ليكن ,× و × عناصر من و إ"5) 


المتتالية | ,د ) متقاربة إلى “د أي إن 0 حي (×, »)ل عندمات ج »هذا 





مستي أنه من لجل أي عن مواجب 2 >6 يوج غتداطل رة = #0 بحرت 
إن 


d(x.) = & ; nè (8) 





ومنه فان 





;n > m(e) Vi 

بسهولة نرى أنه وبالعكس ء إذا كان م > | ي "| من أجل (5)ر» ± 7 
وجميع 7 فإن 0ه ( × . ,: ) 4 عندما © هي ” ١‏ وبالتالي فإن التقارب في 
الفضاء «١‏ هو تقارب بالإحداثيات ومنتظم بالنسبة لدليل الإحداثيات . 

ه - فضاء التوابع المحدودة و القابلة للقياس 

( The Space of Bounded Mesurable Functions ) 

قبل البحث في هذا الفضاء ستستعرض المقهوم الآتي . ليكن ( ۲ ) » تابماً قابلاً 
للقياس على المجال [ / , 0 ] ولنرمز ب 5 ' لصف جميع المجموعات £ التي 
قياسها معدوم المتوضعة في المجال [ 7 , 0 ] ولنستعرض على الصف 4 ' التابع 








: الآتي‎ 
sup «(1) = «(E) 


001 
ولنبين بأنه إذا كان هذا التابع محدودا من أجل كل مجموعة ٤‏ د ٠#‏ فإنه يأخذ 
قيمة أصغرية على مجموعة ما 2 . ليكن : 
Ho = inf H(E)‏ 
6 < 
وفقاً لتعريف الحد الأدنى الأعظمي ٠‏ يمكننا لي 





متل[ ,£ ¦ 


22151 )نحت اله + وم > )2 مله > ور 
WE. 7‏ 


rv 








لیکن : E,‏ لا = ,£ عندنذ یکون 0 = ے٤‏ ” و 


H 5 sup a(t) > sup «a(t) > جور‎ 
10.HIE 1 7 


بما أن هذه المتراجحة صحيحة من أجل أي عدد ”ء قإنه 


أتلى2 )مم د ارء. 








يسمى العدد وبر با ايع (۲) على المجال [0.1] 
ونرمز للك ب 
max (4) = min { sup a(H‏ نسلا 


لتكن ١‏ مجموعة جميع التوابع القيوسة على المجال [ / ,0 ] : (/ )د (')/(٠‏ 


٠١‏ / ) = و التي قيمها العظمى الا 


(۲) « من ۴ متطابقان إذا كانا متساويير 





أي تابعين (1) د ٠‏ (/ ) «رمن الا بالعلاقة : 





d(x.¥)=Vrai max |x(/)=¥(1) 
n 

النتاكد من صحة موضوعات المسافة . 

)١‏ بما أن 


sup |x(/)-»(/)| > 0 


فإن ( ند . ,»)4 > 0 وإضافة إلى ذلك فإته من الولضح أن 0= (ر, »)4 إا 
كان (۲) = (۲) ١‏ تقريباً في كل مكان . بالعكس إذا كان 0= (۷. ×)4 قإنه 
اليل مسر هة افك كن مسو سال 2 ب 


sup |x()-»()| =0 
IE 






إن (1) 7 = )١(‏ ۲ خارج المجموعة 


ويالتالي فإن (۲) = )١(‏ × 





تقریبا قي کل مکان 
( .)4= (+.×)4 وضوحاً 
؟) لتكن ( 1 ) ندء (1) «رء (4) 2 توليع من المجموعة كل ولتكن يظ ١‏ ي,:22 


عتين قياس كل منهما معدوم و بحيث إز 





d(x.z2)= sp |*#()-2(0| 
(0.11 

sup |»(t)-=(0)| 

WME 


d(y.2) 





sup |x(1)-y()| ك‎ 
NE 


ك |=()-v(t)|‏ مده + إن )ء-( 0 )د| 
Fo (OME‏ 








|x(0-=(0|+ sup |20-y0| = 
(aE 





= HEN F dE. y) 





أكثر من ذلك فإر 


rai max |x ()-»(1)| 5 d(x,z) + d (2, ») 
1 


d(x.y) 





وهو المطلوب . 

يرمز عادة لفضاء التوايع المحدودة والقابلة للقياس على المجال [ / . 0 ]ب 
101 - لنبين طبيعة التقارب في هذا الفضاء . لتكن ( / ) ,:د و (4 ) /د توايع 
من الفضاء [0.1] ۸ ولتكن 0 ( × 
من أجل ب > 0 معطى يكون 


ت > (]()م-()ي| موا 
ha‏ 


) 7 عندما © ب + إن ذلك يعني أنه 








هن أجل 7ك (# )70 . عندئذ توجد مجموعة 


sup |x,(1)-x() | ١> ت‎ 
LN 





من أجل م ک (5 )م . 
ولذلك قإن ,م > )١(-×)/(|‏ ,×| من أجل ”ك ( & )0 من أجل فية نقطة 
0.111[ 


لناخذ الآن مثتالية! 





4 | حیث إن 0 ج پچ عندماتت ج «ولتكن ,ع 


المجموعات الموافقة للمتتالية المذكورة > وليكن # > 0 كيفياً عندئذ يكون لدينا + 





1 





ه > يعت > |(/)+-(2)يد| 


من أجلم > (4© )م” وجميع / < ( ,£ لا |[/ ,0] ) بتلك نجد آن 


() ++ (۲) ,× تقريياً في كل مكان على المجال [ 1 , 0 ] .وبائتظام عا 
المجموعة ذات القياس التام المشار 





بالعكس ٠‏ لتكن المتتالية ! (/),:! متقاربة بانتظام تقريباً في كل مكان إلى ( / ) 








0 يوجد عدد (£ ) ر ومجموعة ,£ قياسها 


معدوم ويحيث 











۾ > |x, )۲(-x)1(|‏ من أجل ” ك (ع )مه ولية نقطة 1< ۽٤‏ |[0,1] 





sup |x,()-x(r)| < « 
1 


من أجل « ک (2 )70 ومن هذا 





mint sup |x,(1)-x(1)| } < 


0 ج (×. »)ل عنماب ع م 





4 )« . آي إن 





إن التقارب في الفضاء [/, 0] 17 هو تقارب بائتظام تقريباً في كل مكان 
> - فضاء المتتاليات العددية المتقار 





( The Sj: of Convergent Sequences of Numbers ) 





يرمز لهذا الفضاء ب © . من الو 





فضاء جزئي من القضاء 77 قضاء ال 





۷- قضاء التوابع 
The space af Rael bounded Functions )‏ ( 
لنستعرض مجموعة جميع التوايع المحدودة ( ١‏ ) : للمتحول الحقيقي / 
والمعرفة على المجال [ 1 ,0 ] . لتعرف مساقة على هذه.المجموعة بالعلاقة : 
d(x.) = sup |x()-=»()|‏ 








بسهولة يمكن التأكد من أن جميع موضوعات المسافة محققة و يرمز لفضاء التوابع 
الحقيقية المحددة مقرونا بالمسافة المعرقة أعلاه ب [ / .0 ] 14 . وبسهولة نجد أن 
التقارب في هذا الفضاء هو تقارب بانتظام كما أن [ 1 .0 ] © د [ 7 ,0 ]/11 . 

- فضاء جميع المتتاليات العددية 

( The Space of all Sequences of Numbers ) 

النستعرض مثالا عن فضاء قابل التمتير . لتكن 7 مجموعة جميع المتتاليا 
ادية الحقيقية » لنعرف قي هذه المجموعة مفهوم الانتقال إلى النهاية . بفرض أن 
] - ,0 تتقارب إلى ( 


١ = 1,2,3‏ ( في الحالة العامة ليس بانتظام بالنسبة ل ) بذلك نحصل 








> + إذاكان ت جه 





من أجل جميع 





على فضاء غير متري والذي نرمز له ب 5. . ولنبين أنه يمكن تمتير الفضاء 5 . 
لتكن [) د5 و ()) >« د5 ولتضع: 
ا - ا 1ک 


إن - +1 2# م 








بسهولة يمكن التأكد من أن موضوعات المسافة ( ¡ ) - ( 177 ) محققة ولنتأكد مسن 
موضوعة المثلث . استناداً إلى المتراجحة (9 . 3 . / ) نجد أز 

أتحس+ - 
,+ ,0~ 







۸ 





d(x.) +d(y 


وهو المطلوب . 











من أجل 7 


> ( )80+ وبشكل خاص يكون من أجل كل عدد مثبت 7 


¢ 





1 


امن أجل 7 > (2 ١70)‏ وبما أن 7 مثبت و ± كيفي فإن 


8| ± n > 


لتفرض العكس : 


«=| 
دمع‎ >0 n+ « 





d(x, .*) 











ويما أن عدد الحدود في المجموع 


( )70 بحيث يكون 





1 +| 


من أجل 7 > (2 )70 . وعندئذ ومن أجل ۸ ك (2 )77 يكون لدينا 








> (ع. d(x‏ 
وهو المطلوب 
مما برهناه ينتج أن التقارب بمفهوم المسافة المعرفة يتطابق مع التقارب السابق 


المعرف في الفضاء 5. وبالتالي فإن تعريف المسافة هذه يؤدي إلى تمتير الفضاء 5 . 
4- فضاء التقارب بالقياس 
The Space of Convergence in Measure )‏ ( 
لتكن ۸ مجموعة جميع التوابع ( ۲ ٠)‏ القيوسة والمعرفة على المجال [ 1 .0 ] 
اسنعتبر أن التابعين المتساويين تقريباً في كل مكان متطابقان . لنعرف مسافة بالمساواة 





pe» 


dı 
I+|x(0=»(0| 


d(x») 





كما في المثال السابق يمكننا التأكد من تحقق موضوعات المسافة . ترمز للفضاء 





عن هذه المسافة ب [1 ,0 ] 5 ويمكن البرهان على أن التقارب في [ / ,0 ] 5 هو 
اتقارب بالقياس ( انظر على سبيل [9])ء 
-١ ١‏ فضاء التوابع القابلة للمكاملة من الدرجة ۲ : 








ف [0.1] "1 
( انظر الفقرة § ۳) . إذا كان (۲)× < [0,1] "1 و (0.1[<۷)1] 1L"‏ 
فإننا نضع : () -(1) 





أنه “رمام ا | - d(x.»)‏ 


بسهولة يمكن التحقق من صحة موضوعات المسافة (3) -(111) أما موضوعة المثلث 














أجل التكاملات ( 5 . 3 . 1 ) . يسمى الفضاء 


ج من متراجحة مينكوفسكي 


[0,1] 17 بفضاء هیلبرت 








لتك المنتالية |( ١‏ ) ب« <[17]0,1 متقارية إلى التايع 


(1)×< [1"]0.1 آي إن : 





[|x (/)-x(1) |" dt > 0 


إن المتتالية ! ( ۲ ) م1 ! تتقارب وسطيا من الدرجة م 





عندما © ج 7 ء عندئذ نقول 





إلى التابع (1) د . في الحالة 2 - م نقول ببساطة تتقارب وسطيا . 


۱۱ 





فضاء المتتاليات العددية ,1 ( 1<م) 


( The Space 1,of Number Sequences ) 





ek >‏ ك ,4 = دالمنتمية إلى ,/ ( انظر الفقرة § ۳) .إذا كانت 
1 ت r. 1: 1 13 E‏ = 


من ,/ فإننا نعرف المسافة يالعلاقة 
| | -ة|2 |= ,»)كه 


بسهولة يمكن التأكد من صحة موضوعات المسافة (7 ) - ( 1 ) أما موضوعة 
المثلث فتنتج من متراجحة مينكوقسكي للمجاميع ( 8 . 3 . / ) . يسمى الفضاء ,/ 
بفضاء هيلبرت الإحداثي . 

يمكن البرهان ا" على أن 
في الفضاء ,/ يعني أن : 
)= ھج 





') - ,د إلى العنصر [ ,] > 3 





> ) - من أجل كل عدد + > 0 يوجد عدد مثل ( ) م// بحيث إز 

7انظر اختبار التراص في القضاء ,,/ في تاب 
Listernik. I. A and Sobolev. ¥. J. " Elemenk Of Functional Analysis " Redrick‏ 
Ungar publishing com . New York 1965. P. 45‏ 








العتصر | 0 


















موضوعات المسافة في 
الفضاءات العقدية ) The Complex Spaces‏ ( 
إلى جانب الفضاءات [1 , 0] ٠€‏ [0,1] 17 و © و ,/ يمكن دراسة 


- إن التقارب في الفضاء '"/ / هو تقارب بالإحداثيات . 


الفضاءات التي تحتويها والتي تسمى على الترتيب بالفضاءات [/ . 0] © ٠‏ 
1 و م/ العقدية . إن عناصر القضاء العقدي [ / , 0 ] ') هي التوابع 
للمتحول الحقيقي وذات القيم المركية( العقدية ) و المستمرة أما عناصر [0.1] "1 
قهي التوابع ذات القيم المركية و التي طويلتها مرفوعة للأس م توابع جمعية. 
وعناصر الفضاء العقدي © (بالمقايل,/ ) هي المتتاليات من الأعداد المركية 


الأس ۶ لطويلاتها متقاربة ) إن جميع التعاريف المعطاة 





المتقارية ( بالمقابل 
من أجل القضاءات الحققية يمكن نقلها إلى الفضاءات المركبة . 
القضاءات غير القابلة للتمتير ‏ ) Non - me1rizable Spaces‏ ( 
اسنذكر هنا مثالا عن مجموعة يمكن تعريف تقارب متتالية فيها ‏ إلا أنه فى 
الوقت نفسه لا يمكن تعريف مسافة تعرف ذلك التقارب لنستعرض [/ ,0 ]7 











مجموعة جميع التوابع المعرقة على المجال [1 . 0] . ستعتبر أن المتتالية 
F[0,1] 5 {xn(1)}‏ 


أجل كل نقطة مثبتة ۲ : 





إلى (۲) × د [0.1] ۴ إؤاکان من 


x(t)» x(t) 

بذلك يكون التوابع قي المجموعة [ / , 0 ] ۴ هو تقارب نقطي ٠‏ إن 
هذا التقارب غير قابل للتمتير . في الواقع ٠‏ لنفرض أنه يمكن تعريف مسافة في 
[0.7]” يحيث يكر 


ب متتالية 











التقارب المعرف بهذه المسافة تقارباً نقطياً لمتتالية التوايع 


لتكن 17 مجموعة جميع التوابع المستمرة من الفضاء المتري [ 1 ,0 ] 7 - من 


ناحية أولى واعتماداً على خواص اللصاقة في القضاء المتري يكون 17 -/2 . من 





اناحية ثانية 767151 وذلك لأن 88 هي مجموعة التوابع المستمرة مضاقفاً إليما 
نهاياتها بمفهوم التقارب النقطي 
6 


أي مجموعة التوابع من صف بير الأول (807) ٠‏ 








5 «- الفضاءات المترية التامة 
Complete Metric Spaces‏ 
يلعبه اختبار التق ارب لكوشي في 


مجموعة الأعداد الحقيقية هو الدور الأهم لكونه اختباراً لازماً وكافياً . وهذا الاختبار 





في التحليل الرياضي يعتبر الدور 





يمكن نقله كلياً إلى الفضاء الإقيدي ذي ل 7 يعدا ,5 ٠‏ 
الشرط اللازم والكافي كي توجد نهاية محدودة لمتتالية النقاط | ,,3 ) من ,4 هو أن 
x. × ( +0‏ )ل عندما م جاع مر 

في الواقع لتكن 

x, = {êj 8 





x) >0‏ )4 عندما دي 4 , 7 . من هنا ينتج أن : 





0ج چ - من أجل كل عدد 2 . 





لذلك واعتماداً على اختيار كوشي لوجود نهاية محدودة للمتتالية العددية ٠‏ 





"حول تصنيف بير انظر 91 ! 








")2 س وعندئذ فإن 





= × ج ,د ونترك برهان 
الزوم الشرط للطالب . لاحقاً سنيرهن هذا الجزء من الاختبار من أجل أي قضاء 
متري. 

في خلاف ذلك قد يكون تطبيق كقاية الشرط قي اختبار كوشي » في فضاء متري 
كيفي ٠‏ غير ممكن . على سبيل 
المساقة كما هي معرفة في (/ + 





إذا عرقنا قي مجموعة الأعداد العادية 


'و- | - ( .)4 ء فإننا نحصل على 





فضاء متري ء إلا أنه 





بن أعداد عادية يمكن أن لا توجد لها نهاية في 





ذلك الفضاء وفي الوقت نفسه تحقق شرط اختبار كوشي ٠‏ يكون الأمر كذلك إذا كانت 
انهاية المتتالية منتمية إلى و عددا حقيقيا ( ليس عاديا ) . في هذه الفقرة 
سنستعرض صفا من الفضاءات المترية التي يكون من أجلها اختبار كوشي محققا . 

تعريف تسمى متتالية العناصر | ,× من الفضاء المتري ١‏ متتالية أساسية 
( أو متقاربة في نفسها ) إذا وجد مقابل كل عدد موجب £ عدد ( ©) 7 بحيث إن من 
أجل جميع قيم ١1‏ , ”و التي هي أكبر من (2) ۸( ۸.٨‏ ك (6) ,1 ) يكون 
d(x, ¢‏ 








إلى م: فإنها تن في نفسها . في الواقع ٠‏ 


من أجل أي عدد ‏ > 0 يوجد عدد مثل ( 6) ,71 





E DES 










0 وبالتالي 
x, ) + d(x,‏ 






J) <ë 
من أجل ۸,۳ ک (ع )مم‎ 
لنلاحظ أن العكس غير صحيج من أجل فضاء متري كيفي وذلك لأنه توجد فضاءات‎ 

مترية تكون فيها منتاليات متقاربة في نفسها إلا أنها غير متقاربة إلى أية نهاية . 


عق( كن على الاك لني لق لس سن ررك ور 











والعدد © ليس عادياً . 
مثال (۲) لیکن ۸ قضاء كثيرات الحدود (/7)7 ( /ك / 35 0) ذو 
المسافة التشبيشيقية أي إنه إذا كان (7) 0 « للد و (/)5 د م فإن : 
d(P,0) = max | P(r)-O (1)‏ 





التكن | ( / ) ,7 متتالية من الحدود ومتقاربة بانتظام إلى تايع مستمر إلا أنه 
ليس كثير حدود . من الواضح أن المتتالية |/1),// أساسية إلا أن نهايتها لا تنتتمسي 
لى ا 


تعريف . إذا كانت كل متتالية متقارية في نفسها في الفضاء المتري × » 





متقاربة إلى نقطة من الفضاء فإن الفضاء '1. يسمى فضاءً تامآ 


لی ایل مجو دند فضاء تام هي بحد ذاتها فضاء تام 


تمامية بعض الفضاءات المترية تحديدا . 








من اختی ار كوشي في 


ي ال ” بعداً 





المتتالية من نقاط هذا الفضاء . 
الفضاء [1 ,0| ° 
لتكن ¦ (1) x‏ 


d(x,.x,) > 0 n.m جج‎ 








لية من القضاء [ 1 , 0 ]© ٠‏ ولتفرض أن : 





هذا يعني أنه من أجل المتتالية ! ( 4 ) ,,:د ) يتحقق شرط كوشي للتقارب المنتظم على 
المجال [1 , 0] . لتفرض أن ( / ) «د هو نهاية المتتالية | (1 ) ,د ! ٠‏ بما أن نهاية 
متتالية من التوابع المستمرة و المتقاربة بانتظام هو تابع مستمر على المجال [ / . 0 ] 
فإن: (؛) مد « [6]0.1©و 0ج( )4 بالتالي فإن [ 7 , 0 ] © كام 
بمفهوم المساقة التشبيشيفية . 





هذه الفقرة سنبين بأن هذا الفضاء ليس تاماً بالنسية لمسافة أخرى . 
المحدودة ) 


لتكن [,:) متتالية من عناصر الفضاء 7# ومتقاربة قي نفسها . ولتكن 





لاحقاً وفي 
الفضاء 7# ( فضاء المتتاا 








= پء مان ددم فتن × 5 | إمنلجل 


٠ = 1. 2‏ وبما أنه أيضاً ء ! ,] متقاربة في نفسها , فإنه مقابل كل عدد 





جم >0 معطى يوجد عند مثل ( £ ) ,” بحيث إن المتراجحة £ > ( ,»)4 


تتحقق من أجل جميع 4 .7 > (2 )70 أي إن : 








sup| ¥ E 7 REE 0‏ 
sup|'-¢| < «‏ 
من أجل 4 ,7 ك ( )م بانتظام بالنسبة ل | . 
٠‏ عندئذ استنادا للعلاقة ( 7 . 5 . / ) تحقق المتتاليية 


24 شرط كوشي في وجود النهاية وبالتالي فإنها 
تتقارب إلى العدد ,ج وبذلك نحصل على متتالية الأعداد [ 








1 





لنجعل الآن 6 في العلاقة ( 2 . 
المتراجحة : 


/ ) يسعى إلى اللانهاية عندئذ نجد أن 














© > رود . ,)4 من أجل ۸ ك ( )70 . ويما أن ع > 0 كيفي فإنه 





الفضاء © (فضاء المتتاليات المتقاربة) 
لنبين أن الفضاء © المُستعرض كمجموعة جزئية من 77 هو مجموعة مغلقة 


ادا إلى ما ذكرنا أعلاه يكون © 








+ (يد. ,)ك2 > 
ليكن : > 0 عدداً معطى ولنختر أولاً ‏ كبيراً بقدر كاف وبحيث يكون 








١, , ١, ( >‏ )/ ولنثبت ذلك العدد 7 . بما أن | '"أبّ! متتالية متقاربة فإنه 
4 
يوجد عدد مثل 70 وبحيث إنه من أجل تر./ ك م7 يكون : 
گے ا a‏ 
عندئذ يکون + 
وك r‏ 


من أجل ,اك م« .آي إن [1 


المطلوب . 








على سبيل المثال [ 9 ] ) يبرهن على 






















بسهولة يمكن التأكد من أن تابع المساقة المعرف أعلاه يحقق جميع موضوعات 
المساة 





: لتكن [(1), 1 متتالية من التوابع من هذا الفضاء معرفة بالعلاقة‎ ٠ 





x) = 1 m(1- 





إن هذه المتتالية هي متتالية أساسية ٠‏ بمفهوم المسافة المعرفة أعلاه . في الواقع من 
أجل أي عدد معطي > 0 يكون 
98 م > d(xg.x,)‏ 





ا ١‏ 1 3 
من أجل + ,/ > وتمثل المسافة في هذه الحالة مساحة المثلث الم 
2 


الشكل (5) 








النبين أن هذه المتتالية ليست بع من القضاء [10,1© - 


النفرض أن ((/,, 





ناربة إلى عنصر (/) د من [/,10© عندئة يكون 
d(x, x)= f |x, ()-x(1)| d =‏ 


Jlscla+ § |x. -x)| a+ f 1-s) 


وبما أن التوايع المستكملة غير سالبة » فإن كلاً من التكاملات قي الطرف الأيمن من 





العلاقة الأخيرة يكون كذلك » أي غير سالب » وبالتالي فإن العلاقة 
.١( + 0‏ ,)4 تقتضي أن يقترب كل من التكاملات إلى الصفر وبما أن ( / ) « 


تابع مستمر فيجب أن يكون 


| =۵ re10.) 


xe =1 اكع‎ 





وهذا غير ممكن من أجل تايع مستمر وبالتالي فإن 1(/) ,,:) لا يمكن لها أن 
إلى تابع منتم إلى [/,0]© ٠‏ وهذا بدوره يؤدي إلى أن الفضاء [ /,0]© غير تام 


بالنسبة للمسافة المعرفة أعلاه ٠‏ 


١ §‏ - إتمام الفضاءات المترية 
Completion of the Metric Spaces‏ 
يلعب المحور الحقيقي قي التحليل الرياضي دورا' كبيرا' نتيجة لكون بنية 






مجموعة الأعداد الحقيقية تامة وق الينية إلى دعم التحليل الرياضي : وأما 





في التحليل التابعي فإن خاصية 


سنستعرض عملية إتمام فضاء متري ٠‏ بشكل ممائل لعملية إتمام مجموعة الأعداد 





العادية بمجموعة الأعداد الصماء . وستميد لذلك بواحد من المقاهيم التي س نحتاجها 
لاحقاً قي دراستنا - 

ليكن ۸ ١,‏ قضاعين متريين ولتكن ( د* , ,7 ) :0 المساقة بين العخصرين 
(١‏ , 30 ) :4 المساقة ب 


بنذ .. ود من القضناء كر و العنصر 





و من 





الفضاء ۲ . إذا وجد تطبيق وحيد اققيمة باقتيادل ا( غامر ومتياين ) يين عناصر 





القضاعين ١ , ١‏ وبحيث تكون المسافة بين كل عنصرين من أحد الفضاءين مساوية 





للمسافة بين ( صورتيهما ) في الفضاء الآخر فإننا تقول إن الفسضاءين ]1 , ۷ 
ايزومتريان ( متساويا المساقة ) . 

بسهولة نرى أنه من وجهة نظر تلك المسائل والمرتبطة فقط بالمسافة بين 
العناصر على سبيل المثال ٠‏ من وجهة نظر عملية التقارب ‏ التمامية وغيرها » 


يمكننا اعتبار أن الفضاءين الايزومتريين متطابقاز 





من الممكن التحدث ليس فقط عن الايرومترية بين فضاعين ۸ , ٠ ١‏ وإنما عن 
الايزومترية بين المجموعات المتوضعة في هذين الفضاءين » وفى المسائل المرتبطة 
فقط بالمسافة تكون النتائج المحققة من أجل إحدى المجموعتين محققة من أجل 
المجموعة الأخرى وكذلك من أجل جميع المجموعات الايزومترية معها . 

ليكن ,1 فضاء مترياً معلوماً وغير تام ٠‏ أي إنه في هذا الفضاء توجد متتالية 
متقاربة في نفسها ( أساسية ) إلا أنها لا تملك نهاية في 30د ٠‏ 
النبين أنه في هذه الحالة يوجد فضاء متري آخر ١‏ تام ويحتوي على مجموعة جزئية 
× كثيفة في كل مكان في ١‏ و ايزومترية مع ۾ يسمى الفضاء X‏ بفضاء 
الإتمام للفضاء ,,1. . لنستعرض جميع المتتاليات الممكنة : 


Fr, Onl, fal, 


f, 
المشكلة من عناصر الفضاء م والمتقاربة في نضصها . لننسب إلى الصف نفيه أية‎ 
,د متقاريتين في نفسيهما والتي من‎ 


+ 7 ولنعتبر هذه الصفوف 7 عناصر من 











ولتبين وجود .)ل دورذ1 ٠‏ في الحقيقة لدينا : 


ACR) + dF (ra) FEOF 7Y 





d(x, ¥.)‏ 
اومنه نجد 


dO, ¥) = d(x ¥.) S d(x, xa) + dg, ¥, ) (1.6-0 








بغبافلة تور کل من و ٠‏ قچد + 
)+d( ¥) (1.6.2)‏ 
من (1.6.1)و (2 .1.6) تجد: 

„)- d(x, .¥,)| 5 d(x, .x,) +d.) 





E DT 





| d(x 





إن الطرف الأيمن من هذه المتراجحة يسعى إلى الصفر عندما © ج « ,7 . لذا فإن 
المتتالية العددية | (,«. ,»)4 ) تحقق شرط كوشي وبالتالي تكون النهاية 
( .د )4 «رزل موجودة . 
النعرف الآن مسافة في 1 بالعلاقة : 
(د.,)ك سنا > (7,7) 4 





ولنبين أن هذه المسافة المعرفة لا تتعلق باختيارنا للمتتا 





,ا ,ارا من تفس الصفين * ول . 





الصفين الموافقين . لنأخذ أخريتين 


عندئد يكون 


(رلاء )ل + زكر )لك + زد ,د) 2 ع dOr)‏ 








lim @(x,.¥,) < lim d(x, ,3 


lim d(x.) ك‎ lim d(x, 








lim 4(3, .¥,) = lim d (4, 








لنتأكد الآن من تحقق موضوعات المساقة( 7 -7 ) ب 0S d(x, .y,)‏ 


فان 0> ) 





d(F.F) = lim d (x, 


وبالتالي فإن المساواة 0 = (,ز, ,د ) 4 10 - (4)7.31 تعني بالفرض 


كيفية من الصف 77 فإن 





inh د‎ 
d(F.7)= lim d(x, 


> lim d(x, .7,) + lim dO, 





إنه من الواضح أن 








40,50 + 4)3.2( 





لنبرهن على أن ۸ قضاء تام . لناخة متتالية [ 





العناصر من ١‏ ومتاربة في نها . 








n.m +» 


في كل ضف ,۸ تأخذ مثتاية ما 





d( ) < d(x xf) +d (f, 





dF .F) 3>0 عاسم م‎ 


م يكون : 





فإنه يوجد عدد مثل ,7 بحيث إنه من 





0 





"رد "برد ) tim‏ = 


من أجل م < + و ”7 و من أجل م كبير بقدر كاف يكون لدينا 











(1.6.4) 














وفقا آذلك يمكننا اعتيار ,7 بحيث إن : و« مع تحقيقهيما 





للشرط + , « > 70 وباعتبار م كبيراً و بحيث إن م > .4 وام > ,4 عندئذ 

و تبعاً لاختيار الأعداد اء سم نجد 

)1.6.5( < وعم وار 20 
n 2 # 2‏ 


1.6) و (1.6.4) و (6-5./) ينتج أنه من أجل 





d(F,.F) = lim d(x" xX 


> lim d( xX" xX") + lim d(x 





d(2) 


المس بعمومية المسألة يمكننا اعتبار 





(6-7 .7 ) ينتج أنه من أجل ۸ > و۸ 











اتنتمي إلى صف ما والذي يدوره عنصر من 

لذلك الصف تنتمي متتالية واحدة ققط توقفية . 
ea E‏ زر . 2ع[ x‏ 1 

فإنه من الواضح أن : 

d(x,») 








لنبين الآن أن ,1 ايزومتري مع فضاء جزئي "1 ن الفضاء #ء 
وكثيف في كل مكان في . لننسب إلى 17 جميع الصفوف 7 والتي ضمن 
المتتاليات التي تنتمي إليها توجد متتالية توققية [ * .+ .وبين 
الصفوف 7 < × والعناصر > والتي منها تتشكل ال المنسوبة إلى 


بالتهادل ٠‏ وإضافة إلى ذلك إذا كان 








4)٨ ,«( = 4)7 ,7(‏ وبالتالي فان هذا 





التقابل بين ا و × هو تقابل ايزومتري (متساوي المسافة ) . 


أي إنه من أجل أي عدد 





يوجد عنصر مثل 2 7/3 بحيث إن : 





> (3, 4)3 . في الواقع ليكن 7 صفا يحتوي داخله متتالية متقاربة في نفسها 





(-- ...ولا , رط ولنأخذ عدا مثل #بحيث يكون © > (ے× ,)4 
من أجل 77 > 7 ٠»‏ ولنبن المتتالية التوقفية! Xr‏ ۰ .ا ولنرمز 
ب ,7 للصق الذي يحتوي على هذه المتتالية 


من الواضح أن 3 د “6< كما أن + 


d(F 7,)= lim d(x, x, ) Se 


وهو المطلوب 














النبين الآن 


يوجد فقطاقضاء واحد بض النظر عن ايزومترية مع فضاء آخر ) »تلم 





ويحتوي على مجموعة 


تاما آخر يحتوي داخله و الكثيف في كل مكان .. 





ندئذ كل نقطة 3 2 7 تكون نهاية 


لمتثالية ما! هذه المتتالية متقارية في 





انفسها فإنها تعرف عتصرا 3 13 ولنضع هذا العنصر قي تقابل مع العنصر 7 





د × معطى ولتكن 


متتاقية ما أساسية من الصف © . بما أن هذه 






تعرق عنصراً ما 7 13 ولنقابل هذا 
العنصر بالعنصر م . بذلك نحصل على تقابل بين عناصر الفضاءين ۷ و ¥ 


وحيد القيمة . وبما أنه + 





dR, دز‎ 0 0 





= lim d (x 
قإن التقايل هو تقابل ايزومتري‎ 


مشال .١‏ لتأخذ الفضاء,,// المشكل من جميع الجمل المرتبة 





4), , بسهوثة يمكن التأكد بأنه ذا کان دد »× » :وه ,رقي قضاء متري قإن (إز , *#) 4ه لل‎ !"١ 


متقاربة في نضها : 


40 : mna: m<n 





إلا أنه لا توجد لها تهاية في ,] . لترمز ب 4 لقضاء 





ناحية أخرى » من الواضح ٠‏ أن ,ا محتوى قي ,/ وكثيف في كل مكان قيه فإن × 





ايزومتري مع ,/ بذلك نجد أن فضاء الإتمام للفضاء ,1 يقود إلى فضاء ايزومت ري 


مثال ۲ . لیکن [ / .0 ] ,0 قضاء كثير إد المعرقة على المجال 


[1 ,0] ولتفرض أنه قي هذا الفضاء قد عرفت المسافة يالعلاقة 





d(p.q) = max | pض(1)-q()‎ 


من الواضح أن القضاء [/ , 0 ] © غير تام . وبما أن [/ , 0 ] €١‏ محتوى وكثيف 





في كل مكان قي الفضاء [1 , 0 ] € » فإن فضاء الإتمام للفضاء [1 . 0 ] ر€ يؤدي 
إلى فضاء ايزومتري مع [1 ,0] © 

مثال ۳ . لیکن [1 ,0] ” 
[1 .0] والمزود بالمسافة : 





1 قضاء التوابع المستمرة والمعرفة على المجال 





a(x») = | f|x(O=y(|' 5 
7 / 


لأن متتالية التوايع المستمرة المتقارية. 








إن [ / , 0] ”1 فضاء غير تام ٠‏ وذلك 





وسطيا بالأس إلى تابع منقطع هي متتالية إلا أنه لاتوجد 


أساسية في[1 , 0] 





لها نهاية في هذا الفضاء 


ايزومتري مع [0,1] 11 


إتمام الففضاء [ 1 .0] ”1 تحصل على فضاء 








5 5 - مبرهنات حول الفضاءات التامة 
The Theorems on Complete Spaces‏ 


سنستعرض أولاً مبرهنة مماثلة لمبرهنة كانتور المتعلقة بالمجالات المغلقة ٠‏ 


مبرفتة (-1):- فيكن 2 فضناء مترياً تاماً ولتقزسن أنه قي هتا اء 





ات المغلقة المتوضعة كل منها قي الأخرى ( أي الكرة التي تلي 


توجد متتالية من 

:اخل الكر 

نقطة واحدة وواحدة فقط تنتمي إلى جميع هذه الكرات ٠‏ 
البرهان . لتكن الكرات هي 


(يعريه) 5.... زبع, به )5 . (بعره)5 








أنصاف أقطارها تسعى إلى الصفر ٠‏ عندئذ توجد 





محتوا السايقة ) والتي 


حسب الفرض لدينا : 
إ(ز.,ه)؟- ,5) د,5د. 


ولنستعرض متتالية مراكز هذه 











وبالتالي 





d(a,. ,م‎ ) +0 : n+ ® 





أي إن متتالية المراكز متفاربة قي نفسها . الفضاء ‏ تام فإن هذه المتتالية 








تتقارب إلى عنصر 4 <" . لنأخذ كرة ما :5 ( / عدد مثيت ) عندئذ تكون 


النقاط ا ر- ۵ . ۵ منتمية إلى ثلك الكرة ونتيجة لكون الكرات 1 
5١‏ مغلقة فإن النهاية » للمتتالية diet drs mw‏ أيضا إلى 





5 





a = lim “, 


أي إن © تنتمي إلى جميع الكرات 





















النفرض الآن أنه توجد نقطة أخرى 7 مختلقة عن 0 وتنتمي إلى جميع الكرات أي إن 
d(a,b) =5 >0‏ 
.5,2 مع . . ,2 ,7 -7 فإنه يكون لدينا 


ê =d (a.b) > 2 (طريه)ف + (يه.ه)‎ > 


بما أن التقطتير 











أن 0 ج وء عندما جم 
ملاحظة . من الممكن تعميم المبرهتة أعلاه . تسمي العدد 
d(F) = sup d(x.»)‏ 


قطراً للمجموعة المغلقة والمحدودة / من الفضاء المتري × . 
مبرهنة (1) . ليكن × فضاء 

متتالية من المجموعات المغلقة المتوضعة كل منها في الأخرى و أقطارها تسعى إلى 

الصفر.عندئذ توجد نقطة واحدة و واحدة فقط تنتمي إلى جميع تلك المجموعات . 

إن البرهان مماتل في واقع الحال ؛ للبرهان المذكور أعلاه للمبرهنة ( ٠ ) ١‏ 

من المعلوم أن خاصة المحور الحقيقي المثبتة في مبرهنة كانتور يمكن اعتمادها 

مجموعة الأعداد الحقيقية . وبالمئل فإن المبرهنة )١(‏ 

المتعلقة بتوضع الكرات تميز تمامية الفضاء المتر 
مبرهنة(١).‏ إذا كاز 











قاماً ولتقزطن أنه توجد في هذا الفضاء 





كتعريف لتمامية أو 











اطع أية متتالية من الكرات المغلقة و المتوضعة واحدة 

في الأخرى والتي أقطارها تسعى للصفر غير خال في قفضاء متري ٠.1‏ فإن 

الفضاء + يكون تاماً 
البرهان . لتكن ! 










متتالية أساسية ‏ ولنختر ‏ بحيث يكو 





OE 





و مرکزها في 





في الواقع إذا كان 


d(x.3,) > d(x.) + d(3, 








آي إن × 2و5 ٠.‏ 


إن أنصاف أقطار الكرات +5 تسعى إلى الصفر » وبالفرض توج د تقطة × 





إلى جبيع ككرت :2 أن مد هي نهاية المتتالية ‏ د 
إلى النقطة «تد وذلك لأن زد و 0 تنتمي إلى 








وبالتالي فإن المتتالية //, ,؟ 
d(x.)‏ + ليد d(x.) <S d(x,‏ 


ولأنه يمكننا جعل الحدين في الطرق الأيمن صغيرين بالقدر الذي نريد و ذلك إذا 





اخترا 





7 و 74 كبيرين بقدر كافاء وهذا ما يثيت المبرهنة ... 

تعريف . نقول عن مجموعة ۸1 إنها مجموعة من الشريحة الأولى 
o/ he firs care 0 (‏ عد ) إذا أمكن تمثينها في شكل مجموع ليس بأكثر مسن 
قابل للعد لمجموعات غير كثيفة في أي مكان:. ونقول عن مجموعة ليست من 
الشريحة الأولى إنها مجموعة من الشريحة الثئية ( :(/مجعاف 0ء5 (se of 1e‏ 
على سبيل المثال مجموعة الأعداد العادية هي مجموعة من الشريحة الأولى بينما 
مجموعة جميع الأعداد الصماء هي مجموعة من الشريحة الثانية وهذا ينتج من 
المبرهنة التالية . 


مبرهنة (۴). الفضاء 





ام هو مجموعة من الشريحة الثانية . 
البرهان . لنفرض العكس وأن الفضاء لتام X‏ : 44 أل] = X‏ حيث 

1 
M,‏ ) لنأخذ الكرة (5)4.1 والشي 
مرگزها النقطة » ونصف قطرها يساوي الواحد . يما أن ,114 غير كثيفة في أي مكان 





>0 ) ليست 





فإنه توجد كرة (. )5 نصف قطرها 4 > ,/ داخل (.5)4 ولا تحتوي عل, 





أية نقطة من نقاط المجموعة ,۸4 . ويما 


أن المجموعة :14 غير كثيفة في أي مكان 





فإنه داخل الكرة (,, ,ه) ؟. توجد كرة 





ن 2 کت کرای نار وی 


على أية نقطة من نقاط المجموعة 447 وهكذا . فإننا نحصل على متتالية الكرات 


S(4, 7) 2 SENT. 1 SEN 

والتي كل كرة منها متوضعة في سابقتها وأنصاف أقطارها تسعى إلى ال صفر. وققاً 

لذلك فإن الكرة ( ,5)4 ا 

. واستناداً إلى المبرهنة )١(‏ توجد نقطة 40 د + تنتمي 

الجميع الكرات . من جهة 25 
المجموعات ,۸4 ولذلك 









هذه النقطة لا تتتمي إلى أية مجموعة من 





GEF 





وهكذا نحصل على تناقض وهو ما يا 








5 7 - مبدأ المؤثرات الضاغطة 
The Principle of Contraction Mapping‏ 





إن طريقة التقريب المتتالي معروفة جيدا 
الجبرية والمعا 


.وكذلك المعادلات التكاملية وغيرها من المعه 


ياستخداماتها الواسعة في إثبات 






مبرهنات وجود حلول لمعا 





لات التفاضلية العادية والجزئية منها 
إن الأهمية الكبيرة لهذه الطريقة لا 
تعود فقط إلى تطبيقاتها الواسعة و إنما أيضاً لإمكانية الحصول على تقريبات لحلول 
المعادلات. إن طريقة التقريب المتتالي من أجل مختلف المعادا 








اك تورضع قافر 


التحليل التابعي ٠‏ وفي مخطط عام يؤدي إلى ما يسمى بمبدأ المؤزثرات الضاغطة ٠‏ و 
6 


الذي صيغ من قبل الرياضي البولوني باناخ 





1945) C. Banach? 













مبرهنة )١(‏ 7) - ليكن + قضاء 
اد في نفسه وبحيث إنه من أجل جميع × ,ر د + 
MAX. AY) < ad( x. ¥) (1.8.1)‏ 





حيث» < 7 اء والايتعلق ب ٠ ٠.‏ عند توجد نقطة وحيدة ر بحيث إن : 















4 x= 

تسمى النقطة ,× بالنقطة الثابتة ( )«زمم 2:60/) للمؤثر 44 . 
البرهان . لنأخذ نقطة مثبتة * 3 0 » ولنضع 

Ax, , =4 x,‏ = 23 دل > ره 





تقاربة في نفسها . بغية ذلك نلاحظ أن * 






d(x x)= d(Ax ,A4x,) <S ad(x.x,) =ad(x, Ax) 


< a d(x ,Ax) 













d(x.) = d(A% .A%) < ad(x,. xy) 





dtt, ) < a d(x, 4x) 


+d (tep 





)d(x,4x) = 


,( > a), 4 ۸) 


1-a 


40) 












Xo = xo 





,)4 وذلك عندما ‏ ج + وام > 0 ء وهذا 


يما أن القضاء 





x = lim X, 


4 . في الحقيقة 


- زبدك, ,)4+ زد يداك > dix, Ax)‏ 


=d( x, .X, J) +d(A4AX,,. A)“ 


0 





< d(x. x,) +ad(x, 


وبالتالي فإنه من أجل أي عدد م > 0 ومن أجل ” كبير بقدر كاف يكون : 


کا 








وټالتالي 


و بما أن ٭ > 0 كيفي فان 0 





d(x.) <> d(3, 





d(x, .4Ax,) < e 





ود ود)4 - أي إن رد > رتد ا 


النبرهن الوحدانية . لنفرض وجود عنصرين 21.1 /1. بحيث إن : 
زع زورك , Ax =x‏ 





ad(x, . ¥) 


وبما أنه إذا فرضنا أن ( , 





أغير سَمكن بنتيجة اقفرض - 
بالانتقال إلى النهاية في العلاقة / 
في التقريب النوني : 


(1.8.3) 











/ 





d(x,, ¥) =d( AX, , A) “ك‎ 


,)4 >0 فإنه مما سبق نستنتج © ك / وهذا 


1) عندما © جب مر نأتي إلى تقدير الخطأ 





0355ل 








الشرط ( / .4 . / ) في جوار مغلق (9)3.7. حيث 3 نقطة ما من الفضاء كما أنها 





في النقاط الأخرى . في هذه الحالة يمكن تطبيق مبداً المؤثرات الضاغطة 
بشرط إضافي يفرض هو أن المؤثر 4ء يطبق الكرة في نفسها . تبعاً لذلك لا تتعدى 
التقريبات المتتالية ذلك الجوار . لنفرض على سبيل المثال وإضافة للشرط ( 1 .8 .1 ) 


تحفق المتراجحة : 





d(x.Ax) > )١- 
3 





إذاكان د د (.)5 قإن 4 د («,<)5 وذ 


d(Ax.x) = d( Ax, Ax) + d( Ax ,x) > 





<ad(x,x) + d(x 


۸ 





< ar £ ESEF 


اتبعأ لذلك يمكننا اعتبار أن المؤثر 4. يطبق الفضاء المتري التام (5).7. في تفسه 











ويحفق الشرط (1 7 ) . عندئذ » واستناداً لما برهنا أعلاه ٠‏ توجد نقطة ثابتة 
وحيدة في (5),۳ لهذا المؤثر . 
سنستعرض الآن عدداً من تطبيقات مبدأ المؤثرات الضاغطة . 


حل جملة معادلات جبرية خطية ‏ لنستعرض الفضاء العددي ذا ال بعداً 





”!1 ولنفرض أن المسافة فيه معرفة بالعلاقة : 


d(x .¥) = max | 






















بسهولة يمكن التأكد ء كما في الفضاء المتري ١ر‏ » أن “۴ 


ولتستعرض في هذا القضاء المؤثر ×4 = ١ر‏ المعرف بدلالة ال 

















d(vy.Y:) 
- عمس‎ | a, (€ - #5 > 
< max Dla) max |e 
= max >| |4(x,, x») 


إذا فرضنا الآن أن : 


> ادا 


من أجل جميع 7 ٠‏ فإنه يمكننا تطبيق مبدأ المؤثرات الضاغطة ؛ ويكون للمؤثر ۸4 





انقطة وحيد بذلك نجد المبرهنة التالية 


ميرهنة ؟ . إذا كانت المصفوفة (ر4) بحيث إن / > | ره |0 من أجل 





١ 
ر‎ 
5 
م‎ 





3 
3 


[Kr.s)o(s)as + f(0) (1.8.5) 








حيث إن النواة (14.5) م تابع مستمر قي المربع [ 2ك 5./ > ه) - 0 


وبالتالي فهو محدود فيه : 








Vi.seQ 0‏ سن ی 





وأما التابع (7)/ فهو مستمر على المجال ‏ [8.©] + 
[ 5 ,4 ] © سنبين الآن كيفية استخدام ميدأ المؤثرات الضاغطة في البرهان على 
وجود وحدائية حل معادلة فريدهولم ( 3 .8 .7 ) ٠‏ 

سنبحث عن حل للمعادلة ( 5 .8 . / ) قي صف التوابع [8 .4 ] © الممستمرة 
على المجال [4,0] 

يسمى كل تابع (۲) ر د [6,6]© تؤول من أجله المعادلة ( 5 . 4 . / ) إلى 
مطابقة على المجال [8 .0 ] بحل للمعادلة (5 .8 .7 ) 








4 5 
(0)ر+ وك زعارم (05)ك [ 4 > زارب 

من الواضح أنه من أجل 0 - 2 يكون للمعادلة ( 5 .8 . / ) حل وحيد هو 
f(1)‏ = ())رمب 
لنبرهن على أن المعادلة ( 5 .8 . 7 ) قابلة للحل » بشكل وحيد » من أجل جميع قيم 
4 الصغيرة بقدر كاف بالقيمة المطلقة . سننظر إلى الطرف الأيمن من المهادلة 
(5 .1.8 ) كمؤثر 40 معرف بالعلاقة 
A0 =4 1 K(r.s) w(s)ds + f(1) (1.8. 6)‏ 
إن المؤثر 4 ينقل كل تابع (/)© < [ 4.8 ]© إلى تابع (/)7 معرف على 
نفس المجال [ / , 0 ] . بذلك تؤول مسألة البرهان على وجود حل 
للمعادلة ( 5 .8 ./ ) إلى مسأئة البرهان على وجود نقطة ثايتة للمؤثر 

م على وجود تابع مثل (/) ,4 يكون من أجله ,4 - ,© ۸4 
النستعرض ٠‏ على سبيل المثال ٠‏ المعادلة 

fs p(s) ds +1‏ 1 2= )0(1 
إن المؤثر 4 الموافق لهذه المعادلة يعرف بالعلاقة : 





Av =2 j Fs o(s)ds +1 





(1)© يكون لد 
4p =2 f Ps Ids +1 =F +1‏ 


بع ( 1 = (/)0 ) بالمؤثر 4. هي التابع 1 + 7 
(0) © فتجد آن 


2+7 - ابوه زهب م2)وم, 1 2= 4p‏ 


أي إن صورة التلبع /+ 2/ 2 - (/)ي هوي التايع نقسه 


)١( 7 +1‏ م ويالتالي فإن النقطة 1+ 7 2 
للمؤثر ۸4 وهي حل للمعادلة التكاملية المتكورة . 
لنبرهن الآن على أن المؤثر 4 المعحرق بالعلاكة (6 .8./) يطبق 

الفضاء التام [ ,]© في [ ,]© نه بذاكن (:)م < [(.ه]© 

فإن التابع (/1)© 4 = )١(‏ ج ينتمي ل [م,ه]© 
في الواقع ٠‏ لتكن / نقطة كيفية من المجال [ 0 , » ] وليكن ۲ 4 تزايداً ما بحيث 


(/) 4 هي التقطة 


اتكون النقطة (/ 4 +/ ) من المجال [7 .0 ] ٠‏ عندئذ يكون لدينا 


| مدر مجاع| 


م0 
-( اك ١+‏ ) ] +ع( ؟ )ب زكر اك+ ١‏ )ل 2 
A jK(ı.s)o(s)d-f(t)| >‏ 


<| 4| fIKCr+Ar.s)-K(1.s)| |o(s J| + 


+| f(t+4r)-f(t)| (1.8.7, 


ليكن ى > 0 عددآموجبأً ما ء بما أن التابع )١(‏ / ينتمي إلى [8,]© فإنه 


يوجد عند مثل إ8 > 0 بحيث إن المتراجحة ك > |/)١+۸1( -/ )١(|‏ 


تتحقق من أجل ,8 > 4١|‏ | . لنفرض أيضا أن |(7)©| جمس = م#. 





- 


2 
















يما أن النواة (/ 5 , /  )‏ مستمرة قي المريع المغلق © فهي مستمرة بائتظام في 


© وبالتالي فإنه من أجل أي عدد موجب م > 0 يوجد عدد ره > 0 بحيث إن 


المتراجحة 





|K(t+A1t,s) -K(1.s)| < (1.8.8) 


2¢(b-a)| 2| 


تتحقق من أجل جميع ,ة3 > |۸۲| ومهمايكن 5S‏ <[ ,4] لناخذ الآن 





۸1| > 5 ففجد أنه مهما يكن 4۲ بحيث إن‎ 3 - 7 10.5١ 





فان 


ç(ı+Ar) —g(1)| < > Var: j|ar| <S5 (1.8.8) 





وهو ما يبرهن على استمرار التابع //) م في أية نقطة ١‏ د [ 4,0 ] وهكذا فإن 
[طبه]© جرقيم]»© :4ه . 

الآن الشروط التي من أجلها يكون المؤثر 4. ضاغطا . لدينا 

d(A0, . AQ, ) = max A0,(t) = A0,(1)| = 















4 ŞK(1.s.) o,(s) ds- A jKO.Ver(sas 





max 





> | 5 [(ى يم - (عارم] (ى)» [ 





< |4| M (b-a) max | #,(s)- #0, (sS) | = 


|4| M (b-a) d( o, .w, ) 





وملا لله ای سے 2 |۸| ن د 3 ي واک 
M(b-a)‏ اك 2 


7 3 1 
الي نر 


ات النواة المستمرة (ء,۲) K‏ والحد الحر قيهيا (1)/ حل 





4 | يكون لمعادلة قري دهولم 


8. 5( 





وحيد . 





إن التقريبات المنتالا ,0-.0 ب . (4) يه لحل 


هذه المعادلة تعرف بالعلاقات 





nı (6) 2 j K(r.s) o,(s)ds+ f(1) 


حيث إنه بمثابة 





(/) ,© يمكننا أخذ أي تابع مستمر على المجال [5 .© ] 





بالعودة إلى المعاد 





) 7 . التكاملية ( 5 ؟,‎ 
0(1) =A 1 K(t.s) w(s)ds+ f(1) 


وضمن الفرض أن النواة ( 5 ,۲) ۸ تابع مستمر في المربع © وأن (/)/ 
1 
مستمر في المجال [ 6 ٠.‏ ] وجدنا أنه إذاكان سل > |2| ففه 
M(b-a) 3 1 5‏ ۱ 
اللمعادلة (35 .8 .1) يوجد حل وحيد (1) 2 
سنبين الآن أنه للمعادلة ( 5 .8 ./ ) وياستخدام المسافة في الفضاء 
Ê [a6]‏ 


d(x.») =| | (ن)س]‎ -)014 


يوجد خل وحيد من أجل قيم 2 المنتمية إلى مجال أوسع من المجال المذكور أعلاء 


C10 





توطئة )١(‏ . إذا كان )١(‏ × تايعاً من الفضاء [.0] .4 ء أي إن 





y() = f K(1.s) x(s) ds 


يكون مستمرا على المجال [4.0] . 











البرهان . لتكن ,/ نقطة ما من المجال [8 . © 


. بما أن النواة تابع 

مستمر في المربع المغلق © فهو تابع مستمر بانتظام ؛ أي إنه من أجل أني عدد 
> 0 يوجد عدد مثل 8 > 0 بحيث إنه من أجل جميع التقاط / المحققة 
للمتراجحة 5 > | ر١‏ - ۲| تتحقق المتراجحة 
K (t1 ,s) —K (f ,sS)| > és VY se [a,b]‏ 


|» (0 , 1| j K(1.s)-K(1, ,s)] x(s)ds 


fre) 4 | 


0 
وبما أن 


f |x(o|as‏ مع 


> 0 كيفي فإن ذلك يؤدي إلى استمرار التابيع (7 )7 قي أية نفطنة 
(a.b]5t‏ - 
5 


طئة المذكورة يكون الطرف الأيمن من المعادلة التكاملية 
8 )اموا ناین 


تيع  )۲(‏ <[ط.ه] 17 .وهذا 
(5. 


L [(a.b] 


يعني أن الطرف الأيسر من المعادلة مستمر . بذلك تكون حلول المعادلة التكاملية 
# . / ) هي التوابع المستمرة فقط من بين جميع التوابع المنتمية للقسضاء 


سننظر إلى الطرف الأيمن للمعادلة ( 5 .8 . / ) كمؤثر # 44 معرف في 
الفضاء [0,8] 17 واعتمادا على التوطئة يكونت 
L? [a.b] + C[a.b]c L [a,b]‏ 


a= f f Rear as ) 





6 
Aw, = Aw, = A f K(1.s) [0,(s) = 9,(s)] ds 


وباستخدام متراجحة بوتياكوضكي تجد أن 
3 6 / 
> 45 [(ه)رم - (عايم] (5. )ع [ 2 
ر a‏ 1 





[A40 - A0, F 


دل :[(عاره - (هايم] [ 45 (5.) "6 <s #F f‏ 
وبمكاملة طرفي المتراجحة الأخيرة بالنسية ل / من 4 إلى 8 نجد 
“< 41[ ميمه - j lam()‏ 


2 ار 1 ل م‎ j Test) لمم‎ ds 


3 
AAS LALES FEA (oJ 
ومنه نجد آن‎ 


a (40, ,40,) < (A B 4(0, . 0:) 





وبالتالي فإنه من أجل | > 8 





2 ا‎ i 
4 أي من أجل > ايكون المؤثر‎ 
. 0)1( ضاغطا وبالتالي فإنه للمعادلة (5 ,8 ./) يوجد حل وحيد‎ 

من الواضح أن (4 - 8) 14 > 8 وأن المساواة ممكنة إذا كان 
0 


4 > |(5,/) 6 | وباتكالي فإن المجال و 








| 1 
لم‎ 
M(b-a) 


ملاحظة . من الممكن أن لايكون التابعان (ء.1) K‏ و /)١(‏ مستمرين 
وإنما ينتميان فقط إلى [0] 17 و [4.0] 1 على الترتيب . أي إن 





fad <+ ÎR r.s) dt ds > +6 












wet 


عز] Deo din‏ لل ال 


ذه الحالة من الطبيعي أن تبحت عن حل ينتمي إلى القضاء [4,5] 12 ويمكن 


البرهان على أنه من أجل < | أيضا يوجد للمعادلة ( 5 8 . / ) حل 
وحيد . وفي هذه الحالة ليس من الضروري أن يكون الحل مستمرا وان وحدانيته 
تعني الوحدا إلى توابع تساوي الصفر تقريباً قي كل مكان . 

النستعرض معادلة قو لتيرا من النوع الثاني 


| K(r.s) o(s)ds+/() (1-8.9) 


يمكننا النظر إلى هذه المعادلة كحالة خاصة من معادلة فريدهولم التكاملية وذلك يتمديد 
النواة (4.5) 6 وبوضع 
K(ts) = 0 jor s 1 (1.8.10)‏ 
خلافاً لمعادلة فريدهولم > يمكن تطبيق مبداً المؤثرات الضاغطة . ( تعميم المبدأ ) 
من أجل جميع قيم 2 . 

مبرهنة (؟7)1) . إذا كان 4 مؤثرا مستمرا ويطبق الفضاء المتري 
التام 3 في نفسه وكان » من أجل عدد ها ٠‏ مؤثرا ضاغطا فإنه يوجد 
للمعادلة ×= ×4 حل وحيد . 

نأتي الآن إلى المعادلة التكاملية (9 .1.8 ) وسنفرض 
(۲)/ < [ 4.۵ ] € وأن النواة )۲,١(‏ ۸ مستمرة في المثلث المغلق ك : 


4 {ast 


Aw = û ڼ‎ K(1,s) o(s)ds+/() (1.8.11) 


بسهولة يمكن التأكد من أن المؤثر 4. يطبق الفضاء [/ .0 ]© في نفسه ٠‏ 
[0.ه] © +[04,0]© :4 . لتبرهن على أن 4 مؤثر مستمر . ليكن 


(7) و (/) 0 تابعين ما من الفضاء [60.8]© ٠‏ عندنذ تجد أن 


١‏ انظر المسأئة ١١(‏ ) في المسائل غير المحلونة في نهاية هذا الفصل 








| 40.1) -40,(1)| = |4 JK(t.s) [e:(s) = m(s) 14s 


< |4| M(t-a) max | #.(s) - 0,(s)| (1.8.12) 





M = max | K(1.s)| 


من( 1.8.12) نجد أنه مهماتكن 2 ۲< [4.5] قلن 


A0,(t)| = |4| M (b-a) d(e, .w:)‏ = ())يم4| 


d (A40, ,Aw,) < |2| M (b-a) d( e, 0w.) 
ليكن » > 0 كيفياً ولناخذ‎ 
(ر» .,#) ك يكو‎ > 8 


(ه-8) 2/44 - 8 ٠.عنشذمن‏ أجل 





لينا ± > (, 4 . ,4#) 4 وهذا يعني 





آن ال ر مت تفر تح 67 ]نے[ 5 ٥]‏ 





باستخدام العلاقة (2/ .8 . / ) نجد أن 





5 | 5ل [( د ارول -( ؟ ) بهل ]ز 5 )ع ] ها- |( ١‏ )رونا -ر ارم" | 








لء 
زو جا متسصشككك | > 
وبشكل عام نجد أن 
ا M‏ 

|“ ميم‎ 4" o, (1| E ES 

| 1 
E LT ونان‎ (1.8.13) 

7 

ان هذه المتراجحة تبين أنها محققة من أجل أي عتصر / 3 [ 2.7 ] وبالتالي فإن . 


ره رم سه “2 


/ 
d(4" o, ,4"0,) > d(0, .0,)(1.8.14) 





من أجل أي عدد . يمكتنا اختيار العدد 7 كبيرا بالقدر الذي نريد وبحيث يكون 


"زه -) “لل 
)1.8.15( 5 - 
7 


وبالتالي يكون وفقآ لذلك ٠‏ المؤثر 4 ضاعطاً من أجل + كبيراً 


إلى المبرهنة )١(‏ يكون للمؤثر 4 نقطة ثابتة و 


وذلك يعني وجود 
حل وحيد للمعادلة النكاملية 


(9 .4 ./) من أجل أي عدد . . وهذا الحل يمككان 
إيجاده بطريقة التقريب المتتالي : 


Pn () = A4 f K(t.s) o, (sS) ds+ f(1) 


(n=0.1,2....) (1.8.16) 


مثال ٠‏ بطريقة التقريب المتتالي أوجد حل المعادلة التكاملية 


5 زعام (ه-) ] لىع )0(0 
في هذا المثال لدينا 1 < (1)/ و 5-/ - (۲.5) ۸ وهما تابعان 
مستمران لنبحث عن حل بطريقة التقريب المتتالي ( للمعادلة يوجد حل وحيد مستمر ) 
لنضع 0 = (۲) فنجد أن 1 = )١(‏ ر ويكون 


w(t) =1- f (1-s) sds 2 


5 وه رع -ى) رمدم f‏ = 


0(1) 


/ 
5+ كد‎ 
3 n-1)! 

من الواضح أن .. ماو جمبب )1( ,0 


أي ا »)١١ = sin‏ حل للمعادلة التكاملية . 





: . مبرهنة بيكارا؟‎ 
ERS ETF 


مع الشرط الابتدائي ور = بر عندما و» = × 
حيث إن التابع )٠,«(‏ / يحقق قي المستطيل 
( »,۵ عددان موجبان معلومان ) (8 > | 
الشرطيين الآتيين : 
١‏ )التابع (1 د)/ مستمر في 2 وبالتالي فهو محدود أي إن 

|[f(x.™| sM (xyJeR ; M >0‏ 
) للتابع )٠.«(‏ /ر مشتق جزئي مستمربالنسية ل ر . أ 

(xy)eR ; K >0 


عندئذ يوجد للمعادلة التفاضلية ( 17 . 8 . 7 ) حل وحيد يحقق الشرط الابتدائي وهذا 
الحل معرف وقابل للاشتقاق ومشتقه مستمر في جوار للنقطة ,د : 

8 > |.ه-+ ]حيثنن م >0 و .م فنصم = #كمان 
منهاه البياني من أجل تلك القيم لا يتعدى حدود الساحة ۸ أي إن 

|») >| 0 

بسهولة يمكن التأكد من أن المعادلة التفاضلية ( 17 8 . / ) مع الشرط الابتدائي 
المذكور تكافيء المعادلة التكاملية . 


Y0) = m+ f f(x.) dx (1.8.18) 


ليكن € فضاء التوابع (×) ر المعرفة والمستمرة على المجال المغلق 
> | «د-* | والتي منحنياتها واقعة في ۸ . ولنعرف المسافة فيه 
بالعلا: 


(pird KE.)‏ (1856-11.12.1941 .7 .24 ) رياضي فرتسي 





|»(x)- 2(*) |‏ 
كما وجدنا قإن © قضاء متري تلم . ل 
Ya + ff y(x))dx‏ 
أي إن المؤثر 4 يقابل كل تابع / ×) « معرف و مستمر على المجال 


۸ ك |ر» - ×| ومنحناه البياني لايتعدى ۸ بالتابع المستمر ر 4 والمعرف على 
نفس المجال والذي منحتاه البياني يقع أيضاً داخل 78 


| «#صعارز‎ | <Mh <b 


أي إن 4 يطبق الفضاء بي € قي نفسه . لنثبت الآن أن المؤثر 4. ضاغط بما 
i‏ 

d(4». 432) = max | f (f(x) -/(x.2)] dx 
: وباستخدام شرط لیبشتس  نجد‎ 


ك إعماء-مر| [] | م K‏ ع d(4y. 4z)‏ 


K max | max | fad) =‏ < 
كت مالك« ع = ma|y-z‏ اع 
وباختيار :/ بحيث يكون / > »© > 827 تجد أن : 


(2.:ز) 2ه > d(Ay,Az)‏ 


107 في مبرهنة بيكار يفترض بالتايع 1-10 أنه يحقق الشرط 

أعدماع عاصعىر-صىر| 
ؤقنق ونس يدرك من المعلوم أنه اذا كان التابع (:.:) /. محققانلشرط ؟) الواردة في تص 
المبرهنة فانه يكون محققاً لشرط ليبشتس ٠‏ أما العكس فهو غير صحيح ‏ لقد استبدلنا قي نص المبرهنة. 
اشرط ليبشتس بالشرط ؟) لسهولة الاستخدام في التطبيقات العملية . 





واستنادا الى ميدأ المؤثرات الضاغطة توجد تقطة ثابتة وحيدة ( “د ) 0 للمؤثر 4 . أي 


يوجد حل وحيد للمعدلة ( 18 .8 . / ) وبالتالي حل وحيد للمعادلة التفاضلية 


a 


5 4- الفضاءات القابلة للقصل 
Separable Spaces‏ 


يسمى الفضاء ا قابلاً للفصل إذا وجدت » قي هذا الفضاء » مجموعة قابلة للعد 


وكثيفة في كل مكان في ١‏ . بكلام آخر يكون ١‏ قابلاً الفصل إذا وجدت فيه منتالية 
مثل : 

5 
بحيث إته من أجل أي عنصر × د ١‏ يمكن إي 
x, ET‏ 
متقارية إلى 6د . وفقاً ل إا كان ١‏ فضا مترياً فإن تعريف قابلية الفصل يمكن 
صياغته على الشكل التال 


توجد في الفضاء "ار متتالية ( / 9 . / ) بحيث إنه من أجل أي عدد موجب & >0 


وأي عنصر × من ۸× ( :131 ) يوجد عتصر ,,)د من (/ .9 . / ) بحيث 


0 وكثيفة في ,25 ٠‏ 

مثال ۲ . الفضاء [ 0,7 ]6 
المجموعة ,© المشكلة من جميع كثيرات الحدود والتي عوامنها أعداد عادية 
المجموعة ,© قابلة للعد ولنبرهن علىأنها كثيفة في[/ . 0 ] ') .في الواقع ليكن( / ) : 
تابعا ما من [/ .0 ] © . استنادا إلى تظرية وايرشترس يوجد حدود(۲) م 


بحيث إن : 





> |(4)م -(م)ء ]| حمر 


حيث م > 0 معطى . من ناحية ثانية يوجد كثير حدود معاملاته أعداد عانية مثل 
(4)مم وبحيث إن : 


max | p(1)= p, (1) > 


م < d(x.Pa)= max |x(1) p,(t)|‏ 
وهو المطلوب . 
مثال ۳ . الفقضاء ,/ (5 > م ك 7 ) . ليكن ,£ مجموعة العتاصر × 
من الشكل + ( e‏ میٹ ةما وأما م 
فهو عدد طبيعي ما . من الواضح أن م قابلة للعد ولنبرهن على أن 4:70 كثيفة في 
كل مكان في ,/ . في الواقع ٠‏ لناخذ عنصرا ما > * د را وليكن 
© >0 عددا موجبا معطى ٠‏ عندئذ يمكن إيجاد عدد طبيعي 7 ( 7 يتعلق ب © ) 


[d(x.x,)J 





مثال ؛ . الفضاء [0,7] “1 قابل نتفصل . في الواقع ؛ من خاصة الاستمرار 
المطلق لتكامل ليبيغ 7) ينتج أن أي تابع ( / ) من الفضاء [0.1] 47 هو تهاية 
وسطية من الدرج لية ( 4 ) ,من التوايع المحدودة والقيوسة والمعرفة 
بالعلاقة : 


jx) .1 [kr] s n 
40 


0 if (kt) >r 
ومن ثم ومن الخاصة € التوايع القيوسة ينتج أن كل تابع محدود و قيوس هو نهاية‎ 
وسطية من اندرجة م لمتتالية من التوابع المستمرة . بالتالي إن مجموعة التوابع‎ 
المستمرة على المجال [ / , 0 ] كثيفة قي كل مكان في [0,1] 1.7 . من ناحية‎ 
اثانية إن مجموعة كثيرات الحدود ذات المعاملات العادية و القابلة للعد هي مجموعة‎ 
كثيفة في كل مكان في [1 , 0] © بمقهوم المسافة في هذا الفضاء و بشكل أخص‎ 
بمفهوم المساقة قي القضاء [0,1] 7 . هكذا فإن مجموعة كثيرات الحدود تلك‎ 
كثيفة في كل مكان في [/.0] 1.7 وهكذا نكون قد أثبتنا قابلية الفصل للفضاء‎ 
101 
مثال © . الفضاء 5 قابل للفصل . لتكن ,5 مجموعة العناصر :د من‎ 
أعداد عادية كيفية و/ عدد طبيعي ما‎ ٣, حيث‎ 7 0 
متقارية إلى‎ ٤, إن 5 قابلة للعد . ولنثبت أنه يمكن فصل متتالية جزئية من‎ ٠ 
عنصر كيفي مختار‎ 


17 افظر على سبيل المثال ]19 





بولة ترى أن ده 24+ عندما © ب 4 في الواقع من أجل لثبات ذلك علينا 


أن نبين بأن المركبة ‏ ل ١۴١‏ بر متقاربة إلى المركبة ‏ للغضصر × عندما 
7خ + . وهذا الأمر واضح إذا أخذنا 4# > 7 كبيراً بقدر كاف ٠‏ ويكون : 
م > |يوسي| 
مثال ١‏ . القضاء 77 غير قابل للفصل . لتستعرض مجموعة العناصر من 
بج إما تساوي الصفر أو تساوي 1 . إن لهذه المجموعة 


و ) = رمن هذه 


a(x,y)= sup | اح‎ 


هكذا يكون لدينا مجموعة من العناصر لها قدرة المستمر وواقعة على مسافة من 
يعضها تساوي الواحد . لنثبت أن 7 غير قابل للفصل . لنفرض العكس ء أي إننه 
توجد مجموعة مثل 0 قابلة للعد وكثيفة في كل مكان في 7# . لنُحط كل عتصر من 


اا 1 
م6 بكرة نصف قطرها 7  -‏ عندئذ تتوضع جميع عناصر الفضاء ١‏ في داخل 
تلك الكر - وبما أن مجموعة الكرات تلك قابلة للعد ٠‏ فإنه في كرة واحدة على الأقل 
ينبغي أن يوجد عنصران مختلفإن * , ١‏ من المجموعة التي لها قدر 
لنفرض أن مركز تلك الكرة هو م وعندئة يكو 

1 1 2 


d(x.y) & d( x.x, )+ d(x <¥) 5 5 * 7 > 5 


وهذا غير ممكن وبالتالي فان / غير قابل للفصل . 
في خلاف ذلك يبرهن على أن الفضاء © والذي هو فضاء جزتي من ر 


قابل للقصل . 





مسائل وتمارين 


بيقا من +× + في # ومحققا للشرطين : 
p (x,y) =0 x‏ )1 
p(x.) Sp (x.2) +p 0.3)‏ )2 
برهن أن م يعرف مساقة على ۸ . 
۲ - تأكد من أن الفضاء م4 > لتوابع الوحيدة القيمة والتحليلية في الدائرة 
> || (> > 5 >0 ) مع المسافة : 
max |x (=‏ 


ل 2 - عام 


max|x‏ +1 *# و 


حيث ٠‏ متتالية من الأعداد الموجبة متزايدة إلى ۸ » هو فضاء متري . 
٣‏ - لیکن / تابعاً قابلاً للاشتقاق - مستمراً على إ0 < × : )١ ٤۸‏ 
ومحققاً للشروط الآتية : 

4 6 -(0)/ و (+*)/ >0 من أجل × >0 

0 غير متناقص من أجل ند ك‎ /)( (r 

0 >× لتا خير متريد من ليل‎ (r 

x 

برهن أن (|ر- :د|) / - («.٠)م‏ يعرف مسافة في ۸ 
؛ - لتكن ر مجموعة كثيرات الحدود الجبرية من الدرجة # والمعرفة على المجال 


.0 إذا كان : 
ميم ؟- 9)0 . at‏ $= مام 


فبرهن على أن المسا: 


/ı(P.0) = max | p(t) - O(t)| 


0srsl 





اشحها = )0( 

متكاقئتان تبولو 

ملاحظة . نقول عن مسافتين (2 .4 ) رم , (8,3) رم معرقتين على مجموعة 
إنهما متكافتتان تبولوجياً مثل ,© . د بحيث إنه من أجل جميع ' 

× , من ٣‏ تتحقق العلاقة : (۷. × )رم رc‏ ک (¥. )رم > .١(‏ ) رم ب 
٥‏ - برهن أنه في آي قضاء متري [۲ . 0× ] 8 > ( 3.7 )8 ( ( 30.7 ) 18 
لصاقة الكر مركزها د ونصف قطرها ٠ ١‏ و ١[‏ ,30 ] 8 : الكرة المغلقة ) ٠‏ 
أورد مثالا لفضاء متري يكون فيه * 

B(xg.F) #B[ xo, r] 

أورد مثالا لفضاء متري ( م .3 ) تكون قيه الكرات المغلقة [,/ . ,3 ] ,8 * 
Bs[ xs, rs]‏ 
هي بحيث إن : 


دق ر8 ri>rs gs‏ 
۷ -ليكن [ 2 ,0 ] © فضاء التوايع المستمرة على المجال [ 2 ,0 ] وذا المسافة 


p(s.) = flx(0 =»(| a 
. برهن أن [2 ,0 ]© ليس تاما‎ 
هل المتتالية [. ..."ج‎ - ۸ 


إذا كان 





4 - ليكن [1 . 0 ]€ قضاء جميع التوايع القابلة 
» ولتكن المسافة فيه م معرفة بالعلاقة 





/(x.¥) = max |x(t) = »(4| 


srs 
. برهن أن هذا الفضاء ليس تام‎ 
. برهن أن القضاء ۾4 تام‎ - ٠ 
4" ليكن الا فضاء مترياً تاماً وليكن 4. مؤثرا يطبق /1. في نفسه وبحيث إن‎ - ١ 
. 4 مؤثر ضاغط من أجل أي عدد طبيعي ” . برهن على وجود نقطة ثابتة للمؤثر‎ 
: وبحيث إن‎ ١ ليكن + فضاءَ متريا تاما وليكن 4 » 8 مؤثرين ضاغطين في‎ - ۲ 
/(Ar.Ay) S a, p(x.) 
/(Bx,BY) S ay p(x.) 
فإن النقطتين‎ ١ برهن أنه إذا كان 5 > (×8, ×4 )م من أجل أي عتصر × د‎ 
الثابتتين للمؤثرين 4 , 8 تقعان على مسافة لا تزيد عن‎ 





a = max (at, )< 1‏ 
۳ - برهن أن متتالية الكسور المستمرة ( ») : 





متقاربة وأوجد نهايتها . 
٤‏ - ليكن التابع (/ ,5 ) © معرفا و مستمرا في الشريط : 
I ={(s.u)JeR’ ;aSsSb,-o<u <+ oj‏ 
كما انه قابل للا: بالنسبة ل : في 7/ ومشتقة يحقق الشرط : 
(s,u) € II‏ ; + > الل ع (سرد) يو > m‏ <0 
برهن على وجود تابع وحيد ومستمر على المجال [6. ] مثل (۶) "× = : ومن 
أجله يكون : 





0 > ((5) ,ىام حيث [ن,م)] 





5- لتكن جملة المعادلات الجبرية الخطية 





x, + a, (i = 1.2 ) 


تأكد من آنه إذا تحققت الشروط 


Slal<+® .a=sup > lanl <1 (a 


فإنه يوحد حل وحيد ( يد ,"ربر) - "با للجملة ٠‏ وبحيث إن : 


|x| <+ 


6 )إذاكان / > |ي4| !5 مع - م و »ع + > | | ص فاه یوجد 


اللجملة المذكورة حل وحيد ( ود , “راد ) > "ين بحيث إن : 
ees‏ 

١‏ - برهن أن المؤثر 4, المعرف بالعلاقة 

20S ja0 7(0) dı + x 


هو مؤثر ضاغط في الفضاء [ / ,0 ] © ٠‏ ثم أوجد نقطته الثابتة () * /ر . 





الفضاءات الخطية المنظمة 
Normed Linear Spaces‏ 
١ 8‏ - الفضاءات الخطية 
Linear Spaces‏ 


في العديد من الفضاءات يمكن جمع عناصرها ( العناصر : متتاليات عديية : 
توابع » - ٠‏ .) كما يمكن ضربها بأعداد ومن جديد نحصل على عناصر من القضاء 
نفسه . انطلاقاً من هذه الفضاءات نأتي إلى التعريف العام للفضاء الخطي . 

تعريف ١‏ . لتكن / مجموعة من العناصر ء ذات طبيعة ما » ومتمتعة 
بالخواص الآتية + 

1 - 5 زمرة آبلية بالتسبة لعملية الجمع في الزمرة . 

هذا يعني أن المجموع ر + × للعنصرين ۲,۸ < 4 معرف وهو علنصر 

من المجموعة ذاتها . كما أن عملية الجمع تحقق الشروط الآنية : 
HF EA‏ ( الخاصة التبديلية ) 
)2 + (ر+x)‏ = + ).+× (فغاسةقتجيعة). 
)٣‏ يوجد عنصر وحید 0 بحیث إن 

ga 


من أجل أي عنصر + د ث2 
)٤‏ من أجل كل عنصر × 3 ۶ يوجد عنصر معرف وحيد من المجموعئنفسها 


(-) بحيث إن + 


يدلا من (تر-) + بن سنکتب ر × . 
يسمى العنصر 0 بالعنصر الصفري أو صفر الزمرة / ٠‏ وأما العنصر (--) 
فيسمى بالعنصر المعاكس للعتصر × ( نظير ») . 





٠ //‏ في '/ معرفة عملية ضرب للعتاصر 2 . ار بأعداد حقيقية (مركبة ) 
,)م ,اء إضاقة إلى أن ×2 مجددا هو عنصر من المجموعة 8 ء 
وبالنسبة لهذه العملية تتحقق الشروط الآتية : 
)١‏ + زب ) - (عبر) 2 ( الخاصة التجميعية قي الضرب) 
") رلَ +ع 2 2< (ع + نر )4 و عرزير+ ع2 -ج(ي +4) 
( الخاصة التوزيعية ) 

.1 
تسمى المجموعة £ المحققة للموضوعتين / , // قضاءً خطياً أو فضاءً شعاعياً . تبعاً 
لعملية ضرب عناصر المجموعة £ المعرفة من أجل الأعداد الحقيقية (الأعداد 

المركبة) نحصل على قضاء خطي حقيقي (فضاء خطي مركب) 7 
مثال ١‏ . ,۴ مجموعة الأشعة والتي لكل منها # مركبة حقيقية تشكل فضاءً 
مثال ۲ . مجموعة التوابع لمتحول حقيقي وذات القيم المركبة , والتي هي 
حلول لمعادلة تفاضلية خطية متجانسة من المرتبة  ٠‏ تشكل فضاء خطياً مركيا . 
مثال ٣‏ . مجموعة العناصر الحقيقية (المركبة ) من القضاء [1 , 0 ] € ومن 
الفضاء [17”]0,1 تشكل فضاءً خطيا حقيقيا ( مركيا ) . 
مثال 4 . مجموعة العناصر من الفضاءات الحقيقية ( المركبة ) 7 
تشكل فضاء خطياً حقيقياً ( مركبأً ) ء حيث إن مجموع العتصرين إ&) = 
٠=)‏ هو العنصر : 
x+y {Ey + Mis f + Mrs < css * hrs <<}‏ 
وأما ضرب العنصر ١‏ بالعدد 2 فهو : 
00 4 44ا«-ع + 
ستستخلص بعض النتائج من موضوعتي الفضاء الخطي . 


مقهوم الفضاء الوارد في الفصل الأول يحمل معنى آخراً . خلافاً لذلك قإننا ستعرف مفهوم نهاية 
في جميع القضاءات الخطية التي سنتعامل معها 





: الواقع‎ 
= (1+0). «* = 1.x + 0.x = 


E(x 0. KC 


0=0+0,x=0.x 
وذلك لأن‎ ) 
()x+x=(-1+1) x = 0. x =0 
؟) 0 = @ 4 وذلك لأن‎ 
40= A[x+(-x)] = 4x+A4(- x)= 
=4 x+(-A)x =Ax - ûk 0 
إذاكان »ي = ب وكان 0 < > فإن بم = 4 . في الحقيقة إذاكان‎ )٤ 
فإن 0 = وبر - +4 أو 0 > (مم-2 ) ومنه نجد أنه إذا كان‎ 214 = × 
فإن‎ 4 
وك كشي رركي الك م‎ 
ردم‎ 
. وهذا يناقض الفرض‎ 
لنلاحظ أنه إذا كان £ فضاءً خطياً فإن الخاصة التبديلية في الجمع تكون نتيجة‎ 


(EFF) (y+x)=(x+y)+(D(Y +x) 
. x+y +(-1)y + (- x 
x+[y+(-Dr]+ (Dx 
= مجم‎ + )-|( ١ > x + (1) * 
اتعريف ؟ . نقول عن فضاءين خطيين £ و "£ إنيما إيزومورفيان إذا أمكن‎ 
تعريف تطبيق غامر ومتباين (/ - 7 ) بين عناصرهما وبحيث يحافظ ذلك التطبيق‎ 
على العمليتين الجبريتين . أي إنه إذا كان‎ 


x «+ x‏ > رج ل 


x+y oN +y , x ix 





Ê 

















تعريف ۴ . نقول إن العناصر + 





من فضاء خطي ما ٤‏ مستظة خطياً 


2,3. =0 






وی چا چت 
مغدومة وَبحيك إن 
Ax, =0‏ 


فإننا نقول إن العناصر × . . . .د 





النفرض ٠‏ في الحالة الأخير 











QC, Xj FU Xs ++ Gy Xe 


و في هذه الحالة نقول إن العنصر ٠,‏ هو تركيب خطي العناصر 





7" ¥ 
المتنوعات الخطية : 1101/0/05 1.1207 

نقول عن مجموعة غير خالية .4 من عناصر فضاء خطي / إنها متنوعة 
خطية إذا احتوت £ إضاقة للعناصر ٠. ,. . ..٠,‏ على أي تركيب خطي لتلك 
العناصر 

a, Xj FG, xy "+ a, x, 

ي على العنصر الصفري 6 . في الواقع » 
بما أن 1 غير خالية قهي تحتوي على عنصر ما مثل “د ويما أن .1 متنوعة خطية 





النلاحظ أن أية متنوعة 


فهى تحتوي على التركيب 
1 -) دعر 


ئ 
: 
ّْ 
. 
١‏ 
۰ 


وبالتالي فإن : .1 © 0 - +( 7 -) + × 


النستعرض العتاصر ,6د. من الفضاء الخطي 2 . من الواضح أن 


مجموعة جميع المجاميع الممكنة من الشكل ,ند ,© 3١‏ تشكل متتوعة خطية ,1 


في £ . في الحقيقة ‏ إذا كان للعناصر ,زر الشكل 


فإن أي تركيب خطي لهذه العناصر » 
An ¥= 2Z, Bx‏ + 


يكون له الشكل نفسه ء و بالتالي فهو ينتمي إلى تلك المجموعة م./ . إن المتكوعة 
الخطية ,1 هي أصغر متتوعة خطية تحتوي على العناصر × , 


.د تحتوي على المتتوعة الخطية م ) . 
يمكن تعميم مفهوم المتتوعة الخطية الأصغرية الحاوية على عدد معلوم و مته من 
العناصر على الحالة التي تحتوي فيها المتنوعة الخطية على عدد غير منته من 
العناصر , على سبيل المثال » على مجموعة قابلة للعد من العناصر . في الواقع : 
تكن ...× 7 مجموعة قابلة للعد من عناصر الفضاء الخطى 8 . 
إن المتتوعة الخطية الأصغرية ,1و الحاوية على هذه العناصر ستكون مجموعة 
جميع المجاميع الممكنة من الشكل ,د ,: ETOYS‏ ,2 كيفية فقط بل العدد 
الطبيعي 6 أيضاً . 
تعريف ؛ . تسمى المتنوعة الخطية الأصغرية الحاوية على العناصر المعطاة متنوعة 
خطية مُولّدة بتلك العناصر أو بائغطاء الخطي لتلك العناصر . 
إذا كانت المتنوعة الخطية ./ من القضاء الخطي £ معرفة بعدد منته من العناصر 
فإنها تسمى متنوعة خطية ة البعد و إذا كانت ./ معرفة بالعناصر 

:د وكانت هذه العناصر مستقلة خطيا فإن العدد 7 يعرف عدد أبعاد 





عة الخطية £ ٠‏ وفي هذه الحالة تسمى مجموعة العناصر ,كد .. - ...رد 
بقاعدة للمتنوعة الخطية £ . أما إذا كانت العناصر ,× . × مرثيطة خطيا 
فإن عدد أبعاد المتنوعة الخطية يساوي العدد الأعظمي للعناصر المستقلة خطياً في 
مجموعة العتاصر ,ند . 50 
بكلام آخر » يكون عدد أبعاد المتنوعة الخطية 7 بعداً إذا وجد في .4 ٠‏ عنصراً 
مستقلاً خطياً وكانت أية مجموعة مشكلة من الل( 7+1 ) عنصراً من عناصر 1 
مرتبطة خطياً . 

إذا وجد في الفضاء الخطي £ (في المتنوعة الخطية ) من أجل كل عدد 
: ” عنصراً مستقلاً خطيأ فإننا نقول إن 2 لانهائي البعد (المتنوعة الخطية 
لانهائية البعد ) . 
يسهولة نرى أن الفضاء [7 . 0 ] © ٠‏ على سبيل المثال ٠‏ هوفضاء خطي لانهائي 
البعد . 

المجاميع المباشرة : ( 518 i٣۵٤۲‏ ) 

النتعرف الى مفهوم نشر فضاء خطي في مجموع مباشر لمتنوعتين خطيتين أو 

. ليكن 5 فضاءًٌ خطياً ٠‏ ولتكن ,1 .. . ....4,,1 متنوعات خطية كل منها 


محتواة في £ . إذا مت كل عنصر × 2 4 وبشكل وحيد على الشكل 

N NLN 7 (RAY‏ ا يدنه ريد جدعر 
فإئنا نقول إن الفضاء ‏ هو مجموع مباشر للمتتوعات الخطيسة ررا.. . .بوا 
وتسمى العلاقة ( / . /. 2 ) يتشر العنصر د من 5 بدلالة العناصر ,د 
قق ,5 اوه ,2 / -غ )- ونكتب في هذه الحالة : 


ادع 


بسهولة اتج لهذا کان 





”بده دم 


في الواقع » إذا كان عنصراً من 8 قإن هذا العنصر يكتب على الشكل : 


€ ت 


إن هذا التمثيل وحيد وذلك لأنه إذا كان 

(+a ++)‏ = 
تمثيلاً آخر ل ©: ء فإنه استنادا الى وحدانية نشر العتصر ×< £ بدلالة عتاصر 

,1 فإنه يكون لدينا : 
+x 2‏ ++ 

واستتاداً الى وحداتية نشر العناصر ×< ,1 بعناصر من المتتوعات الخطية 
فقيل ,«اإيو الريك که يكزن لد 

42 
بسهولة يمكن البرهان على أنه إذا كان ,ا © ,1 = £ قإنه يوجد عنصر مشترك 
وحيد ينتمي الى ,1.1 هو صفر الفضاء . 
في الحقيقة ٠‏ إذا كان ٠»‏ عنصراً آخر منتمياً الى كل من ,او ,1 ٠‏ فإنه من أجل 
العنصر × د £ والذي يمثل على الشكل : 

yal zëL 
یکون له أيضاً الت‎ 
x=(y-u) +(z2+u) ; (y-u) € L, ı) € Ly 

والمختلف عن السايق . وهذا الاممر غير ممكن نتيجة لفرضنا أن 
با © ,] - 2 . بالعكس إذاکان × د £ وکان 
jel, . zel, )2.1.2(‏ 
وكان 0 = يا ()ط قفن يا E = L,/@‏ 
للبرهان على ذلك يكفي أن نبرهن وحدانية النشر ( 













= < »وهو المطلوف 


3 
< 


ان المجموع المباشر لفضاءين خطيين أو أكثر مقيد في دراسة العديد من 





t+ = (a FY FFs FY) 


ا ار .ب Ax = (Ax,‏ 





ءات ,£ مترية » فإنه من الممكن تمتير المجموعة ۸ 





كانت جميع الفضا 
(جعلها فضاء مترياً ) . لنفرض على سبيل المثال : 
اد ودام عمط /(x.¥)=‏ 


لور )"م لق أعلعر عام 


مدق نج 217 تبن ل كد عاشي قتهى ,اعد خرن 

الفضاء ,۶ ® لل والممتر بالمساقة الثقية هو الفضاء الإقليدي ذو ال 7 يعدا 
2 

قضاء العامل (5,206 «70610) - ليكن 2 فضاءً خطيا . ولتكن ,1 

امتنوعة خطية من £ . إن القضاء £ ٠‏ كزمزة بالنسبة لعملية الجمع » يدشر في 

صفوف تلاصق بالتسبة للزمرة الجزئية ,4 . على وجه الدقة . إن القضاء 8 ينشر 

في مجموعات مثل .1 بحيث إن عنصرين ٠,‏ و د ينتميان الى نفس المجموعة 


إذا وفقط إذا كان الفرق يند - ,ند منتمياً الى وا 


إذا كان 3 عنصراً ما من 2 فإننا نمثل أي عنصر آخر من .1 على الشكل 


+ × حيث ,× < £ وتبعا لذلك يمكننا أن نقول إن ./ تتشكل بانسحاب 
مقدار ١‏ من المتتوعة الخطية و1 . 

لنشكل زمرة العامل ,1 / £ والتي عناصرها هي المجموعات £ المشكلة 
بانسحابات من المتنوغة الخلية م2 - 
إن عملية الجمع في ,1 / 4 تعرف على النحو الآتي : ليكن ,2 . ,4 عنصرين 
من ,5/1 نسمي صف التلاصق المشكل من جميع المجاميع الممكنة يبد + ,1 
کے چوا .ود وار و ی ور 
ونكتب 1+ ,1 . ان ,1+ ,1 هو صف تلاصق وذلك لأنه إذا كان + ر و 
بد + بد عن صرين مسن نقفس المجمورعة فيإن 
(ut) = (+4) = (=) + (t=) =+ € ly‏ 
وذلك لأن م .20 ينتميان الى م4 ( ,1 متتوعة خطية ) . بالتالي 
فإن .1 ج ,ا + ,ا حيث 1 صف تلاصق ما . وإذا كان ٠ر‏ عنصراً ما من هذا 
الصف فإنه يأخذعنصر من الشكل × + × من هذا الصف / ( هذا ممكين 
ح رك + ,1 ) يكون لدينا : 


J (GH) = REL 


+ ب = و + يد + بد 





00 يي يي يي وي‎ e r e SS 


حیث ×< با و و ذ يل ولذلك فإن رط + يا ح £ وهذايؤدي إلفأن 
ا بالمثل ييبرهن على أن ( 1 ۸) مجموعة العناصر من الشكل 
× 4 حيث ×د 1 و0 < 4 هي صف تلاصق أيضاً . إضافة إلى ذلك نضع 
= 1 .0 من أجل أي 1 د ر1 /£ . بسهولة يمكن التأكد من 
دور صقر الفضاء 





به 





القضاء © متنمياً إلى 1 فإن 1 يتطابق مع ,ا وذلك لأنه في هذه الحالة 
يكون لأي عنصر × د £ الشكل : 
x = 0+ xj = Xo EL‏ 
والعكس صحيح . 
يسمى الفضاء ,1 / £ بفضاء العامل الفضاء £ بالعامل 
مثال . لنستعرض في الفضاء [7 , 0 ] © المتنوعة ال 
جميع التوابع المستمرة والتي تؤول إلى الصفر في النقطة 4 > / . إن الفضاء 








العامل الموافق إيزومورفي للمحور الحقيقي . 
في الواقع ٠‏ ليكن (/ ) * , (/ ) : منتميين إلى صف التلاصق نفسه بالنسبة 





فت إن هنايني أن 0 - ( 41)بز-(1) + أو (4)س -( 


أي إنه قي صف التلاصق هذا تجتمع التوابع التي تأخذ في النقطة م 


نفسها . لنأخذ مثلا في كل صف تلاصق بوسر = (71) 2 ء فتحصل على تقابل 
(/ - / ) من مجموعة الثوابت ومجموعة صفوف التلاصق . بسهولة يمكن التأكد من 
هذا التقابل إيزومورفيزم - يمكن البرهان على أنه إذا كان E‏ © ,۴ = £ فإن 
,8/5 إيزومورفي ل رك ٠‏ 
العلاقة بين الفضاءات الحقيقية و الفضاءات العقدية . من المعلوم ٠‏ في 





الأعداد المركبة أنه بالإضافة للعمليات الجبرية المعرفة على الا اد ؛ تعرف أيضا 
عملية المرافقة : 


a+ib = a-ib 











لذلك قإنه من الطبيعي أن نستعرض الفضاء الخطي العقدي و المععرف عليه 
عملية ممائلة وهي عملية المرافقة . إن العناصر المرافقة لعناصر القضاء الخطي 
كفي لمعه + رع برع هي تسر ++ دن ررد من 2 ول قن 
أجلها تتحقق العلاقات 

م مربي 

؟) (6ع4) 

= SU 

کان قد عرف في £ تقارب متا 

× من چ‎ )٤ 
وا‎ ٤ < × نسمي العناصر‎ 
التي من أجلها + ~ = × فتسمى بالعناصر التخيلية  من الواضح أنه إذا كان ب‎ 


1 
حقيقياً فإن +2 يكون تخيلاً و إذا كان در تخيلياً فإن «ر 4 يكون حقيقياً . بهذه 
i‏ 


الصورة نجد أن مجموعة العناصر التخيلية الصرفة ر تتطابق مع مجموعة العناصر 
من الشكل 0 حيث × عنصر حقيقي . 


عا + > بروج 





i) 8-۷ (‏ = ( 1)۷ د جز 
(- )7 


i)s-v (= -1)s- ۷ ( 

وهذايعني أن 0« -ء أو« =ءومته ينتج أن 1=0- » و 
/ - + . بهذه الصورة نكون قد أثبتنا أن الفضاء £ هو مجموع مباشر لفضاعءين 
خطيين حقيقين » وتبعاً لذلك فإن العديد من المسائل المتعلقة بالفضاءات المركبة 


(العقدية ) تؤول إلى دراسة الفضاءات الحقيقية . 


النلاحظ أن الفضاء العقدي ذا ال بعداً هو قضاء حقيقي ذو 27 بعداً . في 


الفقرات اللاحقة سنعتبر أن الفضاءات الخطية هي فضاءات حقيقية إلا إذا أشرئا إلى 


عكس ذلك . 


5 ؟ - الفضاءات الخطية المنظمة 
Normed Linear Spaces‏ 


تناولنا في دراستتا للفضاءات المترية المسائل المرتبطة » بصو 
بمفهوم المسافة كالتقارب والاستمرار » وقد وجدنا أن لتلك المسائل تطبيقات هامة في 
العديد من المواضيع الرياضية المختلفة . قي خلاف ذلك وجدنا أن الدور الرئيسي في 
الفضاءات الخطية تلعبه العمليتان الجبريتان : عمئية جمع العناصر وعملية ضربها 
بمقدار سلمي . من الطبيعي أن نتوقع ء آنه من أجل هذه الفضاءات التي قد عرفت فيها 
مسافة إضافة للعمليتين الجبريتين ٠‏ بناء نظرية أكثر شمولاً . وأن نجد تطبيقات عملية 
الها أكثر اتساعا » مما وجدناه في نظرية الفضاءات المترية - 

تعاريف . إذا كان الفضاء الخطي ٠‏ في الوقت نفسه . فضاءً مترياً فإنه يسمى 





بفضاء متري خطي إن أهم صقوف الفضاءات المترية الخطية هي الفضاءات من 
النتمط 8 ( قضاءات باناخ ) 

تسمى المجموعة £ فضاء خطياً منظماً إذا 
)١‏ - كانت 6 فضاءً خطيا بعملية ضرب بأعداد حقيقية (عقدية) . 
؟) - قوبل كل عنصر د من الفضاء 8 يعدد حقيقي يسمى نظيم العنصر ونرمز له 
ب |*] ويفترض أن نظيم العنصر يحقق الشروط الآتية (موضوعات النظيم ) : 
5) - [خ | > 0 إضافة إلى أن 0 - [د| فقط إذاكان 0 = × 
* ) - إنر] + || > [در+ + ]| ( متراجحة المتث) 
2x lx|- (+‏ | 
من أجل جميع العناصر »> ,ر من £ و اأياً كان المقدار السلمي 2 . 

لنعرف الآن في الفضاء الخطي المنظم £ مسافة . لنضع من أجل أي 
عنضرين عد و لر من 8 : 
2 |> 


بما أن > = @ - × فمن (2.2.1) ي 


|*x| =| *-0| = م(x,0)‎ 


أي إن نظيم أي عتصر هو بعد ذلك العنصر عن # . 
لنتأكد من أن (/ .2 .2 ) تحقق جميع موضوعات الفضاء المتري . وفي هذه الحالة 


نقول إن المسافة مولدة من نظيم . إذا كان 'ر ‏ د قإن 0 ار وعندئذ 
واستتاداً إلى ^ ) يكون | ر -× | > 0 . أما إذا كان برع + فإن 0 = ٠ر‏ - × 
وبالتالي فإن 0 > | «ز-* | . 
بماأن( × - ر) (1-) = و = ب فإِه واستاداً إلى ؟ ) . نجيد أن 
:د |> إد:| أي بن (.:«)م- (د..)م . كما أن مترلجحة المقث من 
أجل المسافة تنتج من * ) : 

.2( + [((تر-ج)‎ > 
s| + [z-y[ = p(x.2) + Pp (2. 





هكذا يكون الفضاء الخطي المنظم حالة خاصة من القضاء المتري : 
كان الفضاء الخطي المنظم تام يمقهوم المساقة المولدة بالنظيم قإنه يسمى فضاء باناخ أو 
امن تد 8 
أمثلة . 
- الفضاء الخطي ذو ال , يعداً يمكن جعله فضاء من النمط 8 . 
في الواقع بتعريف عملية جمع العناصر و ضربها بعدد بالطريقة المعروفة و يتعريف 


النظيم بالعلاقة : 


نجد أن ,£ فضاء من النمط 8 ٠‏ إضافة إلى أن المسافة في هذا القضاء تتطابق مع 
المسافة المعرقة سابقاً في ,,/ 
۲ - الفضاء [1 , 0 ] © هو فضاء من النمط 8 . يعرف جمع التوابع و ضربها 
بالطريقة العادية المعروفة . ولنضع الآن : 

|x| =mad +6 |‏ 
إن المسافة المعرفة بالنظيم تتطابق مع المسافة المعرفة سابقا في الفضاء [/ , 0] © ٠‏ 
* - الفضاء ,/ هو فضاء من النمط 8 . بتعريف جمع العناصر و ضربها بمقدار 
سلمي كما ذكرنا سابقاً . و يوضع : 


0 
LD‏ 
l1”)‏ )1*1 
i‏ 
نحصل على فضاء من النمط 8 تتطابق فيه المسافة مع المسافة المعرفة سابقا ٠‏ 
-٤‏ الفضاء [1 , 0] ”1 هو فضاء من النمط 8 . من أجل العتصر ×< [1 .0] "1 
لضع : 


ا ا || 


إن المساقة في الفضاء المنظم تتطابق مع المساقة المعرفة في [1 , 0] '/1 سايقا . 





د - الفضاء 7# هو من النمط 8 - قي الواقع لنضع من أجل إ رج f‏ = × 
| ]| م > ] + | قحصل على فضاء من النمط 8 تتطابق فيه المسافة مع 
المسافة المعرقة سايقاً - 
+ - القضاء [0.1] 16 هو فضاء من النمط 8 ٠‏ لنضع من أجل التابع المحدود و 
القيوس (⁄) + على المجال [1 ,0] : 

|x| =varimad x (1)|‏ 
۷ - لنستعرض قضاء التوابع ( ۲ ) × المعرفة على المجال [/ , 0 ] والقابلة للاشتقاق 


مستمرة حتى المرتبة 4 ضمنا . لنعرف في هذا الفضاء نظيماً بالعلاقة : 


ا |(" max |€ | max|‏ . |0م)ء أعمم !حمس - || 


فنحصل على فضاء من التمط 8 ويرمز عادة لهذا الفضاء بالرمز 
[1 .2470© . يمكن للطالب أن يتحقق يسهولة بالنسبة لهذه الفضاءات من تحقق 
موضوعتي النظيم الأولى و الثالثة أما الموضوعة الثانية فإنها تنتج من موضوعة 
المثلث بالنسبة للمسافة والتي قد أتبتت في الفضاءات المترية . بالأخذ بعين الاعتبار 
العلاقة (1 .2.2 

8 [x+y] =p (x+y .0) < p(x +y .y) +p (y .0)= 

|x+» +l» =| xl +l>| 
: لنبرهن الآن على أن‎ 
wl >l» ا«ا-‎ 

لنمثل العنصر + على الشكل #ر - (ر + + ) - © ومن ثم نطبق متراجحة الملث 
مع مراعاة الموضوعة ٣‏ ) + 

Isle +* ml + ||‏ + دبعي | ءا 
فتجد المطلوب - 
واقعي قد أثبتنا في هذه الفقرة أنه إذا عرف في قضاء خطى مسافة ونظيماً مرتيطين بالعلاظة 7 .2.2 ) 
( فإنه من تحقق موضوعة المثلث لأحدهما يننج تلقانيا تحقق هذه الموضوعة بالنسية للآخر .. 















يف العام للتقارب المذكور في القضاءات المترية على الفضاءت الخطية 
تجد أن التق 
وسنسمي هذا التقارب تقارباً بالنظيم . د 
الفضاءات المترية يكون |:ر- | تابعاً مستمراً بالتسبة لمتغيريه (انظر الفصل الأول 





ده بد يعني أن 0 جه | - يد[ 








دا إلى الخواص العامة للمسافة قي 


الفقرة الثانية ) . 
أي إنه إذا كانت + × و رج ور قإن] 





[ه [:ر-,د| في حالة 


إذا كانت :د ه- ,× (استمرار 





خاصة بوضع 0 = ار نجد أ 

النظيم) . 
لنبرهن الآن استحالة تعريف نظيم قي الفضاء 5 » قضاء جميع المتتاليبات 
العددية بحيث يتطابق التقارب بالنظيم مع التقارب بالمسافة المعرفة في هذا الفضاء؛ 
ظليم بحيث تكون فيه المسافة 





إب بالإحداثيات . بكلام آخر يستحيل تعريف 





أي مع الت 
المعرفة قي 5 مولدة من ذلك النظيم . لنفرض العكس »أي إنه يوجد مثل ذلك النظيم 
في 5. . وليكن ,© شعاع الواحدة على المحور ذي الرقم ” في ؟ أي الشعاع 
الذي من أجله الإحداثي النوئي ( ” ) يساوي / وباقي الإحداثيات تساوي الصفر 
0.00.0 0)- / 











,۾ . بماأ © بء فإن 0< || . لنضع 















l= 


من أجل أي عدد طبيعي / تأخذ متتالية الإحداثى / للعناصر ,)د الشكل + 





0 


: 0.0 
la 


0.0,.. 





ا[ 
وبالتالي فهي تتقارب إلى الصفر. بهذه الصورة تتقارب المتتالية ٠,‏ إلى العنصر 0 
0 + | ,| وهذا تناقض مع القرض لأن التقارب 











إذا كانت المسافة مولدة من نظيم معرف على الفضاء الخطي المنظم £ . 
توطنة . كل مسافة مولدة من نظيم على الفضاء الخطي المنظم # تحقق 


Dad(x+a,y+ta)=d(x.,») 
2) d(ax,ay ) = |a| d(x. ») 
. © أياً كانت العناصر “د ,4,10 من 5 وأياً كان المقدار السلمي‎ 
البرهان . لدينا‎ 
d(x +a. y +a) = [(x+a)- (y+a)| = [xy | = d(x. v) 
d(ax,a») = [(ax -ay»)| = |a| [x-»| = |a| d4 (x.y) 
. نأتي الآن للبرهان على استمرار العمليتين الجبريتين في الفضاء الخطي المنظم‎ 
إذا كانت د ج ,ند وكانت براح ,زا فإن ار +++ ول٣ وا‎ )© 
في الواقع ۽ إن‎ 
ا‎ e-o =| + |1| + |r| > 
بما‎ ٠ إذا كانت د ع »× وكائنت 2 خد به فلن ×+ 4 ج ب رة . في الواقع‎ )0 
: أن المتتالية ,۸¦ متقارية إلى نهاية محدو إن و محدودة  كما أنه لدينا‎ 
|4, -2x| =| 4 (+ (4-A) x| <“ 
ا اک‎ |+| 2| | +0 
لنلاحظ أخيراً أن‎ 
ززم |-إءىزا‎ > |:| )2.2.3( 
في الواقع بما أن‎ 
=|» +) *-» | إا“‎ + |> -« | 
فان‎ 
اب |> »ااا‎ 


وبمبادلة موضعي (ز و د نجد أن 





ا 


lll sl *-»|‏ 
وهذا بدوره يؤدي إلى المطلوب ومجددا نجد أنه إذا كانت + ج ,ند فإن : 
إعاداءا 


و في حالة خاصة نجد أن [ | ,| 1 متتالية 






























الفضاءات المترية ( الكرة ‏ المجموعة المحدو بة الفصل » وغيرها .. .) 
تبقي قائمة بالنسبة الفضاءات الخطية المنظمة كما أن جميع المبرهنات المثبقتة قي 
الفضاءات المترية هي صحيحة بالنسبة للفضاءات الخطية المنظمة . 

تعريف( )١‏ - نسمي مجموعة العناصر من قضاء خطي £ من الشكل 


م ع هيع رو ها ge ERB ¢ RO,‏ 
مستقيماً معرفاً ب! اء ونسمي مجموعة العناصر من الشكل 
ك2 ك0 . x,xeE‏ ;¢ ايده + ره (م-1) در 


قطهة مستقيمة تصل النقطة ر× بالنقطة د . 





تعريف )١(‏ . نقول عن مجموعة )5 £ إنها مجموعة محدبة إذا أمكن 
وصمل أية نقطتين منها بقطعة مستقيمة تقع كليا في المجموعة ۸ (جميع نقاطها 
اتنتصي إلى ۸) ٠‏ 
تعريف(؟) . لتكن 14 مجموعة ما من الفضاء الخطي م . نسمي 
مجموعة العناصر من الشكل + حيث :دف 14 و 4 عتصر مثبت من 12 
انسحاباً للمجموعة 44 ونرمز لذلك ب 24+82 ٠‏ 

بسهولة يمكن التأكد من أنه إذا كانت المجموعة 4 محدية فإن انسحابها يكون 

لنبرهن الآن على أن الكرة المفتوحة ( المغلقة ) في القضاء الخطي المنظم هي 
مجموعة محدبة . في الواقع لتكن ,د . ,ند 3 ,)5 أي إن 
> [ه- وا 








* > 1ه 
النأخذ عنصرا كيفيا من الشكل 
FT LI 0<t<1I‏ 


- إ[مدو جرن- 2 |]ء 
> [ه-ه()-) - »+ بد(,-2)] 
- المحءك): | + إلمحوه مدن | 
> []عئد) | + [(x,-a)|‏ مدن 


> #/ + خ (م-[) 
وهكذا فك > |4 - م ] وبالتالي فان لر < ٣(‏ ,8)4 . 


لنلاحظ خاصتين بديهيتين من خواص الكرة في فضاء با؛ 


نصف قطرها 7 < | | لا تحتوي على تلك النقطة . 
الكرة الواحدية في الفضاء ” 9 
لیکن “ 4 هو الفضاء الخطي المشكل من جميع الأزواج المرتية 


1 


وأن الكرة الواحدية [/ > | د] : ؛) “ (0.1) $ بالنسية لتلك النظائم تبدو 
كما في الشكل (؟ ) 








شل (؟) 
بما أن الفضاء الخطي المنظم £ هو فضاء خطي فإن جميع المقاهيم المعروضة في 
الفضاءات الخطية كمفيوم الاستقلال الخطي و الارتباط الخطي و المتنوعة الخطية و 
نشر الفضاء في مجموع مباشر و غيرها تبقى قائمة وصحيحة ‏ 

تعريف( ٠‏ ).إذا كانت 1 متتوعة خطية من الفضاء الخطي المنظم £ 
وكانت مغلقة فإن ./ تسمى فضاءً جزئياً . 


سترى لاحقاً أنه إذا كانت £ متتوعة خطية متنهية البعد من فضاء خطي منظم فإن 


.4 = £ بينما إذا كانت لا نهائية البعد فإن هذه المساواة قد لا تتحقق ٠‏ 


ليكن على سبيل المثال [ 1 , 0 ]€ = £ ولتكن £ المتتوعة الخطية المولدة 
بالعناصر 
م للم 
عندئذ تكون 1 مجموعة جميع كثيرات الحدود ويكون 
اخ [ا.م] © - 


8 * - تكافؤ النظائم - الفضاءات المنظمة المنتهية البعد 
Equivalent Norms — Finite Dimensional Normed Spaces‏ 
وجدنا أنه يمكن تزويد الفضا #/ بنظائم مختلفة » فإذا كان( يك ,ر5 ) = د 





\x«l =‏ 
5ا = ,ا*| 
تعرف نظائم في - #⁄ . ولبيا اف هذه النظائم قمنا باستعراض الكرات الو احدية 
الموافقة ‏ سترى أنه قي الفضاءات المنتهية اليعد ( عدد أبعادها منته) ومن أجل 
النظائم غير المتمائكة تكون التوبولوجيا المترية المعرقة في تلك الفضاء هي تف سها 
بالنسبة لجميع النظائم المعرفة على ذلك الفضاء وأما قي الفضاءات اللانهائية البعد 
(عدد أبعادها غير منته ) لا يكون ذلك الأمر محققً في الحالة العامة وأنه يتحقق من 
أجل النظائم المتكافئة . 
تعريف )١(‏ اليكر ع فضاء خطياً منظماً وليكن ,| . | . ,| . | نظيمين 
معرفين على 5 .. نقول إن النظيم رأ ٠‏ | يكافئ النظيم ١‏ اا 
موجبان 44 و 7 >0 بحيث تتحقق المتراجحة : 
2.3.0( اناف ك باخ | ك باعام 
من أجل جميع العناصر × ر ئ . 
في ضوء التعريف المذكور سنبين أن هذه العلاقة هي علاقة تكافؤ على مجموعة كل 
النظائم المعرفة على م . 
iW‏ ل 
,ا۰ء ١|: ٠ ٠١|:‏ | نظقم معرفة على وکن قم | . | مقا النظيم 
| | دكن .| 2 ٠‏ | فإنه يكون : 
١‏ ,ا۰ عفاد |.|. ©) .اعفاد ,|| . 
البرهان ٠‏ من الفرض ينتج وجود ثابتين مثل +7 و /4 >0 بحيث إن 
(VxeE) (2‏ „ بأعاكة ك بلء | ك ادام 
وكذلك وجود ثابتين مثل 6 و ۸ >0 بحيث إن + 
elzl sll < K]x|, . (Vxe®) (2.3.3)‏ 





1 ا‎ 
q l*l s lel, < ,I*L 


,| .| وبالاستعاضة عن ر| . | قي (3 . 2.3 ) بالمقادير 


. 


أي لن ,| .| ي 
الموافقة له من (2.3.2) : 
kn| x|, = |x|, s KM] z*|, . (vxeE)‏ 


آي لن ر|ء| یکقئ || . 
سنبين الآن أن خواص الفضاء المتري (الخطي المنظم) والمعرف عليه نظيمان 
متكافئان هي ذاتها بالنسبة لكل من النظيمين - 
توطنة (؟) . ليكن 5 قضاء خطياً منظمأ وليكن | - | . ,| . | نظيمين 
معرفين على £ ولتكن 4 , ,4 المسافتان المولدتان بالنظيمين المذكورين أي إن : 
d(x.) =| x=» |‏ 
d(x. =| x» |,‏ 
ولنفرض وجود ثابت مثل ۸ > 0 بحيث إن ,| × | ۸ > | »+ || من أجل 
جميع العناصر × د 2( | . | خاضع للنظيم ,| . | ) ولتكن| ,:د ) متتالية قي 2 : 
٠١‏ ) إذا كانت المتتالية ! ,1 متقارية قي الفضاء المتري ( ,4 , 8 ) فإنها تكون 
متفاربة في الفضاء المتري (4 E.‏ ) . 
١‏ ) إذا كانت المتتالية ‏ ,× متتالية أساسية قي ( ,4 . © ) فإنها تكون أساسية 
كذلك في (4 , 2 ). 
الهرهان . ١‏ ) ليكن 2 >0 معلوما ٠‏ عندئذ يوجد عدد مثل ١‏ د ١‏ بحيث 
إن المترلجعة يد >[ ع - )| تتحقق من أجل جميع الأعداد ” > /ال. 
وبالئالي قإئه من أجل ۸ ك ۸ يكون 
%-x* | < K| x -x* |, <‏ | 
رد متقارية في الفضاء (4 ,£ ) . 
بالمتل تماماً تبرهن الحالة ؟) ونترك ذلك للطالب ٠‏ 





اء خطيا متظم ا و كان [ + | ۰ | . | نظيسين 


معرفين على 8 ومتكافئين و كانت 4 . ر المسافتين المولدتين بالنظيمين 
المذكورين : 

a). =| x>» | 8 d(x .»)=| x=» |,‏ 
وكانت [ متتالية ما في £ قإن 
١‏ ) المتتالية ! ,:د) تكون متقاربة إلى © قي (4 .2 ) إذا وفقط إذا كات 
اربة إلى د قي الفضاء ( رك , ) . 
في القضاء ( رك , 8 ).. 
" ) الفضاء (4 ,6 ) يكون تاما إذا وفقط إذا كان ( ,ل ٤,‏ ) تاما. 

البرهان . بما أن لنظيمين | . | , ,| . | متكافنان ؛ فإنه يوجد ثابتان 

M ,‏ >0 بحيث إن : 

|x|, <s Mx | .(vxre#)‏ < امام 

: متقاربة إلى » قي الفضاء المتري (/ .£ ) » عندئذ و يما أن‎ |], ١ لتكن‎ )١ 
من أجل جميع العناصر . < / فإنه استنادا إلى‎ | * |, > 1 | + | 


” ) المتتالية | ,)د ؛ تكون أساسية في الفضاء ( 4 , 8 ) إذا وفقط إذا كانت أساسية 


التوطئة (" ) تكون المتتالية | ٠,‏ ) متقاربة في الفضاء ( رك ,8 ) . 
بالعكس لنفرض أن ! ,11 متقاربة إلى 1 في الفضاء المتري ( ,4 , 6 ) » عندئذ 


/ 
وبماان ,| +[ >| »| من اجل جميع «ده قإن (,) اسقلاً 


للتوطنة (5) تكون متقاربة إلى :« في القضاء (4 . 42 
إن (1) دعن تما كنافي ( 0( وت4 ذف ادلة 
" ) لنفرض الآن أن ( 4 , 6 ) تام ء و لتكن ! ,تد ) متتالية أساسية قي الفضاء 
المتري ( ,4 . 6 ) عندئذ تكون متتالية أساسية في (4 ,4 ) استنادا إلى ") 
وبالتالي تكون ة إلى عنصر ند 3 (4 ,£ ) ونلك لأن (4,£) تام. 
واستنادا إلى )١‏ تكون إ ٠,‏ ) متقاربة إلى × في الفضاء (:2.4) وهذا 





بدوره يؤدي إلى أن ( ,4 .€ ) تام ٠.‏ إن العكس صحيح بالتناظر . 


ذا کان ع قضاء خطياً منظماً و كان |.| و ,|۔ | نظیمین متكاقثين على 8+ 


فإنه » كما وجدنا قي النتيجة أعلاه ء لا يتعلق العديد من خصائص الفضاء المتري 
بالنظيم المختار وبالتالي فإنه يمكننا استبدال النظيم بنظيم آخر بغية دراسة تلك 
الخصائص » إذ إته أحياناً يكون التعامل مع أحد النظائم أسهل من التعامل مع نظائم 
أخرى - 

تعريف (1) . إذا كان ,£ . :4 فضاءين خطيين منظمين وكان 7 
إيزومورفيزما من ,۴ على 6 و كان 7 هوميومورقيزما في الوقت نفسه فإن 
یسمی بإيزومورقيزم توبولوجي ل ,42 على :م ونقول عن الفضاءين ,5 و 
8 إنهما إيزومورفيان توبولوجيا . 

مبرهنة )١(‏ جميع الفضاءات البعد والتي عدد أيعاد كل منها 7 
بعدا إيزومورفية توبولوجبا للفضاء الإقليدي ,£ ذي ال 7 بعدا وبالتالي فهي 
إيزومورفية توبولوجيا فيما بيتها . 

البرهان . ليكن £ فضاء خطياً منظماً ذا ال بعداً ولتكن 


, د . ر× قاعدة في هذا الفضاء » عندئذ أي علصر 


متباين وبالإضاقة إلى هذا ٠‏ إنه إيزومورقيزم للفضاء الخطي £ على الفضاء 
الخطي ٤,‏ . 
لنبرهن الآن استمرار التطبیق 7 على £ و استمرار "7 على E,‏ . 
من أجل أي عنصر × د ٤‏ لدينا 


>ادااةائ > | 





(2.3.4) 
و بشكل خاص يكون 
EEN‏ |<( | م ع إاعددى| 


١ 
eee 
. حيث إن [ اما )| -م لايتعطق ب × ولل‎ 


با 3 مني ستونة عمق عارفيق 1ع در 
(2.3.4) تكتب على الشكل 
Ir | se2 |z|‏ 
كما أن ( 5 . 2.3 ) تأخذ الشكل 
2367 | د ]م 5 | -ع | 
وبما أن (6 .3 .2 ) محققة من أجل أي عنصرين × , ر من ,€ فإنها تعني 
ن 7 مقر طی ب > 
النثبت الآن المتراجحة قي الإتجاه المعاكس . ليكن ؟. سطح الكرة الواحدية في 
الفضاء ,6 اء آي إن : 
ا 
لنعرف على 5. تابعا / بالعلاقة : 
+e, 3, |‏ 1 خم ع ون E‏ 
ويما أن الأعداد ك لايمكن أن تكون معدومة في آن واحد ٠‏ فإنه وبحكم الاستقلال 
الخطي لعناصر القاعدة ,تد. . دك , بأد يكون لدينا 


وهذا يدوره يؤدي إلى أن 
0 )/- عار 





من أجل آي عثصرين ۲ . ا د 5 يكون 


ER N 


=ll«l-lrl| >‏ 
2) .تجد أن : 
)2.3.7( *|مء إضاب ıo‏ 
إن العلاقة ( 7 تعتي أن ر تابع مستمر على $ .و استتادا إلى مبرهنة 
وايرشتراس يبلغ هذا التابع قيمته الصغرى © على 5 . يسهولة يمكن التأكد من أن 
© >0 وبالتالي فإنه من أجل أي عنصر + < 5. يكون لدينا 


> < || دور 


| 
أو 


(2.3.9) 


وهذا يبرهن استمرار التطبيق 7 في الفضاء £ . 


من الهوميومورفيزم بين و ,8 ينتج أن التقارب بالنظيم يؤدي إلى التقارب 


ويما أن ,5 فضاء قام فإن © تام . أي إن كل فضاء خطي و منظم و 
منتهي اليعد هو قضاء 


مبرهنة (؟) . ليكن 2 فضاءً خطيا منظما منتهي البيعد وعدد أيعاده / 


بعد ٠‏ وليكن ]|| نظيماً معرفآعلى ‏ ولتكن 


,© ,© | قاعدة 





قي £ ٠‏ وليكن || نظيماً معرقاً بالعلاقة + 
I*l, = | ٍ | = ( 2 1 (2.3.10)‏ 


عندئذ يكون انظيمان || ٠‏ ,|.| متكاقين 
البرهان . بما أن أي عنصر × د 5 يكتب ويشكل وحيد على الشكل 


2 (let 1 : لنضع‎ 


باز »د كع lel‏ 
اتابعا من 4 في # بالعلاقة : 
A e - | 2“ |‏ 


واستنادا إلى استمرار عمليتي الجمع و الضرب في ٤‏ نجد أن التابع / مستمر 


ديقربة) )3ق 
إن هذه المجموعة متراصة (مغلقة و محدودة ) بالتالي فإن التابع /. يبلغ قيمته 
الصغرى +7 على هذه المجموعة في نقطة مثل ( رللر. .طلم بل ) أي إن 





)2 
من أجل جميع (ي2,. 


إن « >0 الأنه إذا كان 0 > + لكان 


يف النظيم ,[-|] إذا كان 7 > ,[د] 


0 © فإن 


ادل م < زدر 
وبما أن العلقة || س |« | محققة كذلك عندما 0 = ر فإن النظيمين 
|| د ,|۰| متكافقن 


تي | ».| أي نظيمين على القضاء الخظي المنظم و 
المنتهي البعد £ فإن هذين النظيمين متكافئان . 

البرهان . لتكن إ ,».. . . ,:» .رع ) قاعدة قي £ وليكن ||| نظيماً 
معرفاً بالعلاقة : 
PE‏ 
E‏ 


عندئذ يكون كل من || و |.| مكافأل إ|. | وهذا يدوره يودي إلى تكافز 
اد انا 
ومن أجل أي فضاء جزئي من قضاء خطي منظم تتحقق التوطئة الآتية و 


إلى 





توطئة )١(‏ ريس . ليكن .4 قضاءً جزئياً من الفضاء الخطي المنظم م و 
€ 1# » عندئذ من أجل أي عدد م >0 يوجد عنصر مثل زاء نظيمه يساوي 
الواحد ( 1= |« | ) وبحيث إن : 


|x-»| > 1-e 


من أجل جميع × 1 . 
قي الحقيقة ٠‏ ليكن ر عنصرامامن £ وغير منتم إلى 1 . لنضع : 
|<- | عم =4 


عندئذ يكون 4 > 0 ( لأنه إذا كان 0 > 4 فإن ذلك يعني أن ٠ر‏ نقطة تجمع 
ل 1 وبالتالي فهو ينتمي إلى .1 وهذا مناقض للفرض ) . من أجل أي عدد 
٭ > 0 توجد نقطة مثل × < 1 ويحيث إن : 


م +4 > ]| مد - رر] > 4 


لضع : 


إن 1» ر ( إا كان « د £ فإن ذلك 
1 = || ء ولناخذ عنصرا كيغيا × من 1 » ولنضع : 


- x, | د‎ 


E 

l= 

ع عه 
d+de‏ 


استنادا إلى توطئة ريس يمكنتا إثبات المبرهنة الآتية و التي تسمى بمبرهنة البعد 





قنش 6 

ميرهشقة”) تق ةلت ق1 

:عد م = (5)60,1 متراصة في الفضاء الخطِي المنظم 85 فإن 

4 يكون منتهي اليعد - 

البرهان . لتكن 5. متراصة ولنفرض أن 2 = £ ا ولنبين أن هذا 

إلى تتاقض . لنختر أي عتصر × نظيمه يساوي / وليكن × فضاء جزئياً 
من ۸ أحاذي البعد ومول بالعنصر × أ إلى تونلكة ريس يوجدافبي 26 
عنصر مثل :ند نظيمه يساوي الواحد وبحيث إن 

1 - ذا 
ليكن الآن د فضاء جزئياً من ثنائي اليعد ومولدا بالعضصرين ,د وايد * 
عندكذ يوجد عنصر مثل رد د 2 وبحيث إن :7 > | ر×| و + 
Vxes,‏ 
في حالة خاصة يكون : 
وبالاستمرار على هذا النحو نحصل على متتالية من العنصر | ٠‏ من 5 
وبحیث إن : 
men‏ 

من الواضح أن [ ,د 1 لا يمكن أن تحتوي على متتالية جزئية متقاربة وهذا يناقض 
كونها متراصة و بالتالي فإن فرضنا أن © - 2 70 خاطئ . 
اليكن 5 قضاء خطيا منظما ٠‏ وليكن ,1 فضاءً جزئيا منه و ./  /‏ فضاء العامل 


المواقق - إن 2/10 يسمح بالتنظيم الأتي : 
ا*ا جسم - اغا 


١‏ سنتعرض لهذا الموضوع في الفصل الخامس بشكل مقصل 





عن أجل جنع 5 و8/1 + 


لنبرهن على آن | 1 || يحقق جميع موضوعات 3 
ان |4 ]| > 0 لنبرهن على أن 0 - |2 || إذا وفقط إذاا كان 


١‏ - من الواضح 
ماع 1L‏ . 
النلاحظ أولا أن / مجموعة مغلقة . في الواقع ٠‏ لتكن | ,تد] متتالية عناصر من 
متقاربة إلى × < £ . من أجل أي عددين 7 و 7 يكون م42 € ب 
»ومن أجل 0ت ج ” تجد أن : 
+« - بيد ع بيد - مد ويما أن م مظق قان :و1 © ج يږ وهذا يودي 
إلى أن “د إضافة إلى ,: تنتميان إلى .4 ٠‏ 

التفرض الآن : 

Ul= inf [x|[=0 = 

عندئذ توجد في 1 متتالية مشل إ ,× ) بحيث إن 0 ج || ,| أي إن 0 ج ب 
ونتيجة لكون 1 مغلقاً فإنه ينبغي أن يحتوي على 0 وعندئذ يكون ي 1= £ وأما 
كون 0 = | ,1 | قهذا واضح وبذلك تتحقق الموضوعة الأولى مسن موضوعات 
النظيم . 
۲ - لیکن ٭ >0 من تعريف | ,1| و | را | ينتج وجود عنصرين مثل 


رد د رط و دك < دا بحیث 


nlm lm 


ومثه تجد أن 
lL |+ lt. |+‏ < | 
يكو 


xes | < Ll +L. +s 





A A 
: وما أن # كيقي فإنتا نجد أن‎ 
IL+zl < lL | + lL | 
: في الواقع »من أجل 0 * 2 يكون‎ | 42| - | 2| ]2[ - * 
| Ll = inf (Axl = |2| ir xl =|2| اغا‎ 
: وإذا كان 0 -. فإنه من أجل أي 1 يكون‎ 
غلا لما- م - ام[ امهل‎ 
٠ و بذلك نكون قد أثبتنا صحة الموضوعة الثالثة من موضوعات النظيم‎ 
لنبرهن أخيراً على أن تقارب متتالية من الصفوف | ,5 ) إلى الصف .1 وفق‎ 
* 130, | يكافئ شرط وجود متتالية من العناصر‎  / 1 النظيم المعرف في الفضاء‎ 
. 6 2 ب < رآ وبحيث إن ع ,د و‎ 
لیکن‎ 
lz. -L| +o 
أي إن‎ 
| جيه 7 0م‎ 0 
على عنصر × -,'ز بحيث إن بل 3 با و ٭ 13 وة‎ 1, - £ 


li -«| <2 


وفقاً لذلك وبمثابة العنصر ‏ يمكننا أخذ أي عنصر مثبت (غير متعلق ب # ) مشل 
5 
قي الحقيقة › إذا كان 


lm -zx| >‏ 
حيث ,زر د ,لا و * < 1 فإن 
26 > إدسد رود +ع-رر)| 
ويما أن مد د ل و × 135 


وغ ود + “Xx‏ . 








<,1 وبحیٹ إن 


201 م2 23 وبحيث إن 


IL = i, 


IlL-L| +o 


يسهولة يمكن البرهان على أنه إذا كان الفضاء 8 تاماً فإن ,1 / E‏ يكون تاماً أيضا . 
في الواقع ٠‏ لتكن ١‏ ,) متتالية أساسية من الصقوف في .7/1 . لنختر في كل 
صف ,1 عنصرا ,. وبحيث إن 
|| 2ك |د-ذ ا 

فنحصل على متتالية أساسية | ,× من عناصر ٤‏ . وبما أن 4 فضاء تام : فإنه 
يوجد عنصر × < £ بحيث إن ++ ,دا . عندئذ اه ,ا حيث £ الصف الذي 
يحتوي على العنصر × وهکذا نکون قد برهنا على أن 8/1 تام . 
النلاحظ أنه ڌا كانت ,6 , . , ,£ فضاءات خطية منظمة وكان / 
مجموعا مباشرا ليذه الفضاءات . قإنه يمكن جعل الفضاء / منظما » على سبيل 
المثال لنضع من أجل [ ,ند. 3 : 

انا +.. خاضا > اذا 
ومن الممكن أيضا البرهان على أنه إذا كان يت © , = £ فإن الفبضاعين 
الخطيين المنظمين 0 و د / £ إيزومورفيان 


سلاسل العناصر في فضاء باناخ 
التكن -. ...320.0 ,/# عناصر من قضاء بائاخ في 2 . تسم 


العبارة من الشكل ,)د :2 سلسلة مشكلة من عناصر الفضاء 4 . لتستعرض 





المجاميع الجَزئية + x‏ + = 


إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية !,5) متقاربة فإننا تقول إن السلسلة 


المتقالية أساسية . من هذا وبدوره ينتج الشرط الكافي الآتي 


إذا كان ,ه ك | ,|| و كانت السلسلة ,4 27 متقاربة : قإن السلسلة , 
1 


تكون متقاربة . إن البرهان ينتج وضوحاً من المتراجحة : 


ك |,+ 


2š 
؛ - الفضاءات الخطية التوبولوجية‎ 5 
Topological Linear Spaces 


إن الفضاءات الخطية المنظمة ء و التي قد استعرضنا أعلاه بعض خواصها ٠‏ 
تعتبر حالة خاصة من الفضاءات الخطية المترية ٠‏ وهذه القضاءات بدورها هي شكل 
من أشكال أكثر عمومية وهي الفضاءات الخطية التوبولوجية . وقد وجدت لهذه 
الفضاءات تطبيقات واسعة في مختلق الفروع الرياضية ٠‏ في العقود الأخيرة ٠‏ وهنا 
سنستعرض فقط الخواص البسيطة لهذه الفضاءات ويمكن للطالب الذي يرغب 
بالاطلاع على هذا الموضوع العودة إلى المرجع [7 ] أو إلى كتاب 

Taylor A . E . and Lay D . C . , Introduction to Functional 

Analysis . Wiley , new York 1980 


تسمى المجموعة [ ل فضاءً خطيا توبولوجيا 
الموضوعات الآتية 

1 . لاد فضاء توبولوجي . أي إته في ١‏ توجد جملة ١‏ من المجموعات المفتوحة 
المحققة للشروط الآتية : 

5 ) - المجموعة الخالية والفضاء بأكمله مجموعتان مفتوحتان . 





5 ) - اجتماع أي عدد من المجموعات المفتوحة هو من جديد مجموعة مفتوحة . 
توحة هو من جديد مجموعة مفتوحة ٠‏ 

۴ ة + 5 جواراً لهذه النقطة . 

تسمي النقطة + 4/2 (1 د من لمجموعة 1 إذا 
كانت هذه النقطة مع جوار لها ( * ) /) محتواة قي /1 . من الواضح أن كل نقطة 
من مجموعة مفتوحة 6 هي نقطة داخلية : قي هذه الحالة » بمثابة ( × ) 7 يمكننا 
على سبيل المثال ء أخذ المجموعة 6 تضيا . وبالعكس ٠‏ إذا كانت كل نقطة من 


نقاط مجموعة ما ۸١‏ نقطة داخلية » فإن المجموعة ۸ تكون مجموعة مفتوحة . 


إن هذا الأمر ينتج من المساواة : 


M =U U(x) , U (le WH 


والخاصة © ) للمجموعات المفتوحة ٠.‏ 

1 . ل فضاء توبولوجي منفصل ( ¢»pم؟‏ .7 070/00م90 ) . هذا يعني 
أنه من أجل أية نقطتين "رود من الفضاء + يوجد جوار للنقطة 6 لا يحتوي 
على النقطة 

تناد إلى مفهوم الجوار » يعرف بصورة عادية مفهوم نقطة التجمع لمجموعة 
تسمى النقطة 4 د ١‏ نقطة تجمع للمجموعة ۸١‏ د ١‏ إذا احتوى أي جوار لهذه 
النقطة على نقطة ٠‏ على الأقل » من نقاط المجموعة 14 مغايرة للنقطة 4 . 
وتسمى مجموعة جميع نقاط التجمع للمجموعة 14 بالمجموعة المشتقة ويرمز لذلك ب- 
نسمي المجموعة '۸ ل] 47 = ١‏ بلصاقة المجموعة ۸١‏ . ونقول 
إن المجموعة ۸1 مغلقة إذا تطابقت /1 مع لصاقتها . يمكن البرهان على أن اللصاقة 
والمجموعات المغلقة في الفضاءات التوبولوجية بالعديد من خواص اللصاقة 
والمجموعات المغلقة من المحور الحقيقي؛ على سبيل المشال : متممة مجموعة 
مفتوحة هي مجموعة مغلقة . كما أنها تتمتع يالخواص المذكورة في الفصل الأول 
الفقرة الثانية . المجموعة المنتهية مجموعة مغلقة - كما أنه في الفضاء التوبولوجي 





المتتالية إَا احتوى أي جوار ل 


البرهان على أن النهاية 


العقدي إلا أفالن 


۷ . عمليتا جمع العناصر وضربها يعدد حقيقي مستمرتان بالنسبة لتبولوجيا 
الفضاء 37 .هذا يعني الآمر الآتي + 
^ ) - من أجل أي عنصرين ‏ و ٠ر‏ من وأي جوار ('9 + 6 ) 1 للعتصر 
+ د يوجد جواران (×) 0 ٠‏ (ر) 1 اللعنصرین ٭. ر بحیث إن 
U(x)+U (y) c U (x+y)‏ 

( الرمز 8 + ۸4 حيث 4 و 8 مجموعتان من الفضاء الخطي ١‏ تعني 
مجموعة العناصر من ١‏ والتي هي من الشكل ا + 4 حيث 4 < 4, و 8 2 8 ) 
* ) - من أجل أي عدد حقيقى م ومن أجل أي عنصر تد د ۸ وأي جوار 
# للعنصر ب يوجد عدد 8 > 0 وجوار ١‏ للعنصر × بحيث إن 

alc #‏ 
من أجل جميع الأعداد © المحققة للمتراجحة ؛ 


| a- 8 


(الرمز 1 © يعني مجموعة النقاط من الشكل بي حيث ١ر‏ د٠‏ ) 


من الفضاء الخطي التوبولوجي › و 

عندئذ تكون وتد + 0 مجموعة مفتوحة أيضا . 

لنأخذ أي عنصر :ر د 6 + مد 
62 3 

فنجد أن © > ,ند -7اء ويما أز 


© مجموعة مفتوحة فإنها تكون جواراً للنقطة 





«د- "را وتبعاً لاستمرار الجمع يوجد جواران مثل (نر) 7 و (مx-)‏ #۷ 
اللنقطتين ٠ر‏ و ٠‏ على الترتيب وبحيث إن 
V(»)+W(=xo) cC U (J -— xg) =G‏ 
وقي حالة خاصة يكو 
V(») + (xo) c G‏ 
آي إن : 
V()c G +x‏ 
هذه الصورة تجد أن كل نقطة من نقاط المجموعة © + ,د محتواة مع جوار ما لها 
في هذه المجموعة أي إن © + 30 مجموعة مفتوحة . 
بالمثل تماماً نبرهن على أن المجموعة © 2 مفتوحة من أجل أي عدد حقيقي 
4 وأية مجموعة مفتوحة 6 . 
مما برهنا ينتج أنه إذا كان ( :)57 جواراً للنقطة 6 من الفضاء الخطي التبولوجي 
فإن + - ( 1)۳ يكون جواراً لصفر الفضاء + . بالعكس إذا كان (0 ) ۲ 
جواراً لصفر الفضاء 1 + (7)6 يكون جواراً للنقطة ‏ من الفضاء 


نفسه . لذلك فإنه من أجل أن نعرف مجموعة جميع الجوارات لجميع نقاط القضاء 


الخطي ؛ أي مجموعة جميع المجموعات المفتوحة للتبولوجيا في 1 يكفي أن نعرف 
جميع جوارات الصفر . 
نقول عن المجموعة 4 من الفضاء الخطي 4 إنها متتاظرة إذا نتج من كون 
* 3 4 أن (×-) < 4 . إذا كان /) جوارا لصفر الفضاء الخطي التوبولوجي 
¥ » فإنه من الواضح أن : 
نا 0١‏ نا - 

يكون أيضاً جواراً للصفر وأكثر من ذلك فهو متناظر ٠‏ 

النلاحظ أخيرا" أنه لتعريف توبولوجيا الفضاء لا يلزم تعريف جميع جوارات 
الصفر و أنه يكفي تعريف جملة من الجوارات للصقر تسمى جملة أساسية أو قاعدة 
بحيث إنه من أجل أي جوار للصفر /) يوجد جوار للصفر 7 من الجملة الأساسية 
محتوى كلياً قي 57 . وبشكل عام إذا كان لدينا جملتان أساسيتان من الجوارات 5 
و في الفضاء ١‏ فإن هاتين الجملتين تسميان متكافئتين إذا وجد من أجل أي جوار 





7 د و يلس :من أجل أي 


جوار7 د33 يوجد جوار مثل 7 د 5 بحيث إن 7 723 . من الواضح أن 


الجملتين المتكافتتين من الجوارات تولدان في الفضاء لل توبولوجيا واحدة 


( التبولوجيا نقسها ) . 


الآتية : من أجل أي عدد > 0 وأي عدد 7 يكون جوار الصفر ( ,)7 هو 
مجموعة التوايع (/ ) + 12 التي من أجلها 


> > | )× | من أجل 7 


الخطي التوبولوجي ( أي جعله فضاء منظماً ) بحيث تتطابق مجموعة جوارات 
الصفر في الفضاء الخطي المنظم الناتج مع مجموعة جوارات الصفر المعروفة سابقاً 
قي الفضاء الخطي التوبولوجي . إن مبرهنة(أ . ن كولموغوروف) ٠"‏ تعطي 
إجابةعلى هذا السؤال وسنعرضها هنا يعد أن نستعرض مفهوم المجموعة المحدودة في 
القضاء الخطي التوبولوجي . 


لكل تايع مجاله الخاص به . 


(أ.ن كوضوغوروف ) ( [[دهمسامة . /3. 4 ) ( 4/903 .25 ) رياضي سوقيتي 





تقول إن مجموعة 4 من الفضاء الخطي التوبولوجي محدود: 


من لبق لى نز الشكر [2) 17 


ولن تتعرض هنا لبرهان هذا الأمر. من هذا الشرط ينتج أنه إذا كائت المجموعة إ۸ 
إن 4- تكون محدودة كذلك ٠‏ 
مبرهنة (أ . ن كولموغوروف) . الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء 


الخطي التوبولوجي '1. قابلاً للتنظيم هو أن يوجد قيه جوار محدب ومحدود للصفر . 


ولنبرهن على أن هذا النظيم يحقق جميع موضوعات النظيم المعروفة . 


أولاً ء إن |16 -0 وذلك لأن 0 0/3 2 من أجل أي عدد 


#6 داء عندئذ من أجل عند ما 00 يكون ان ل 
1 5 
6ك ن ڳ نالي ددر م 


,1= ” ولهذا فإن المتتالية | ,ال 


1 
,لر س وهذا غير ممكن وذلك لان © + × 
n‏ 





(a+8) (1+) 


(a+8) (1+)‏ 
0 كيقي فإن 
[:د|+ اء|ا- معهء > إع«+د| 
إذا كان د أو 1 أو كلاهما مساوياً للصفر فإنه تتحقق المساواة : 
l*»l = lءl‎ +l» |‏ 


وهكذا نتحقق الموضوعة الثائية من موضوعات النظيم . 


أن الجوار لا متت اظر فإقه من لا 4 < × ينتج أن × 


لنستعرض العنصر :© حيث © >0 ولنقرض أن »د 40/3 عندئذ نجد أن 


نا 2 © > *» وبالعكس من [0 4 © © »© ينتج × . ولذلك فإن 


lax| = inf 4= inf 





وفي الحالة العامة : 


ex) = | lel» | =| |e 1ا = 1ء‎ |1 


وهكذا تكون موضوعات النظيم محققة 
الإتمام إثبات المبرهنة ٠‏ يكفي أن نبين أنه من أجل أي جوار ( 0 ١)‏ لصفر الفضاء 
3 توجد كرة م > |×| تقع كليا في (0 ) 7 وبالعكس : من أجل أيةكرة 
م > |]*] يوجد جوار(0) 17 يقع كلياً في تلك الكرة . 

النأخذ جوارا كيفيا للصفر (0 )7 . بما أن جوار الصفر ا والذي بدلالكته 
عرف النظيم هو مجموعة محدودة فإنه يوجد عدد مثل 7 > 0 بحيث إن : 

rUcY (0) 

من ناحية ثانية » من الواضح أن الكرة الواحدية 1 > |+| تقع في الجوار لا 
ومنه نجد أن الكرة ” > | :]| تقع في 00 / وبالتالي قي جوار الصفر (0 ) /] 
لنفرض العكس ٠‏ لتكن 7 > ||| كرة معلومة . من تعريف النظيم ينتج أنه في 
هذه الكرة يوجد جوار للصفر /] 'م حيث "م عدد كيفي أصغر من م . هكذا فإن 
كفاية شروط المبرهنة قد برهنت . وأما اللزوم فإنه لايشكل أية صعوبة . 


8 - ه فضاء هيلبرت المجرد 
Abstract Hilbert Space‏ 


تعرف في الفضاء الشعاعي الحقيقي (العقدي) ذي ال ” بعداً إضافة لعمليتي 
جمع الاشعة وضربها بعد حقيقي (عقدي) «عملية ضرب سالمي (ضرب داخلي) 
للأشعة في ذلك الفضاء . إن الجداء السلمي للشعاعين : 





وبعا أن الجداء السلمي للتوابع يستخدم بشكل واسع في الت 
نستغرض صف القضاءات الخطية و التي يُعرف فيها جداء سلمي » مثل 
الفضاءات تسمى بغضاءات هيلبرت وتحقق هذه الفضاءات الموضوعات الآتية : 
موضوعات فضاء هيلبرت المجرد 7 

التكن // مجموعة العناصر , 7.2 ,> ولنفرض أن : 

. قضاء خطي عقدي‎ // )١ 

؟) يقابل كل زوج من العناصر + , ر من ۴ بعدد مركب ( 2( . © ) ا يسمى 
بالجداء الداخلي ( السلمي ) لهذين العنصرين والذي يحقق الشروط الأتية : 

©) (۳.ر) = («.×) (في حالة خاصة يكون ( × ,) عدداأً حقيقيا ) . 

(x +x, y) = (x, ¥) + (x, ¥) 6 

(axr,y) = A(x 77) ( 

من أجل أي عدد مركب 2 . 

4 + ) ك 0 وأن 0 > (+ , ند) إذا وفقط إذا كان © + . يسمى 
العمد ( .)ل = || ينظيم العنصر :د ( لاحقاً ٠‏ سنبرهن أن هذا العدد يحقق 
جميع موضوعات النظيم في الفضاء الخطي المتظم ) . 

۴ ) 77 قضاء تام يمفهوم المساقة || لر-x‏ إ| > (“ز,.3) 2اء 
بتحقق هذه الموضوعات الثلاثة يسمى الفضاء 4/7 فضاء وحدياً ( :1/1/4 ) إن 


الفضاء الوحدي العقدي ذا ال 7 يعدا هو القضاء العقدي الإقليدي . إضافة لما ذكرناء 


طبيعي / يوجد 7 من العناصر غير المرتبطة في 7 ٠‏ فإن // 


اثي البعد و يسمى يفضاء هيلبرت المجرد أو اختصارا بفضاء هيليرث ٠‏ 


مثال )١(‏ - إن الفضاء العقدي :/ يؤول إلى فضاء هيلبرت إذا فرضنا من 


) 23.1. 1862-14.2. عمسا (قيوة‎ DB. 





(x,y 


إن تقارب هذه السلسلة تج من متراجحة بونيا كوقسكي من أجل المجاميع . 
مثال (۲) . الفضاء العقدي [ 7, 0 ] ر 


,7 فضاء جميع التوابع العقدية 
المعرفة والقيوسة على المجال [ / .0 ] والتي من أجلها : 
j p(ı) |x(t)| < +»‏ 


حيث /1)م تابع حقيقي و (1) م ك 0 تقريباً قي كل مكان على [1 ,0 ]» 
إضاقة إلى أن (1) م > 0 على مجموعة كاملة القياس .إن [17,]0.,1 


يصبج فضاء هيلبرت إذا وضعنا من أجل + و ر < [13,]0.1 


dr‏ ()) تر زياع زيام ]| (و.ع) 
إن وجود هذا التكامل من أجل أي تابعين (/) +« و (4/) هزر من [ 0,1 ]رثا 
ينتج من متراجحة بويناكوفسكي من أجل التكاملات . في حالة خاصة ومن أجل 
7 (/)0 نحصل على الفضاء العقدي [ /,0 ] 7./ المزود بالجداء الداخلي : 


(x,y) = j x(0) y(t) dt 
وبالمتل تماما يعرف فضاء هيلبرت الحقيقي والذي من أجله يكون الجداء الداخلي با‎ 
11 ]0,1[٠ عنصرين منه حقيقيا . إن الفضاءات الحقيقية ا .[ 0.1 ]رآ1‎ 
. هي فضاء هيلبرت الحقيقية‎ 

لنستعرض وبشكل مختصر بعض الخواص البسيطة التي تتمتع بها فضاءات 





لنبرهن الآن متراجحة بونيكافضكي - شفارتز : من 
من أجل أي عتصرين ×و ر من 1و @ ۶ر » 


x+Aay) < 6 


| + تعيم) 4+ زبرع)2 + (x,x)‏ 


bl‏ اء 
وهي المتراجحة المطلوبة . من أجل © - ٠‏ المتراجحة ( 2 .5 .2 ) بديهية . 
إضافة لما ذكرئا نجد أن 


(r+ x +) = 


[]د+ دل 
(x.x) + (x.y) +(y.x)+(Y.Y) >‏ = 
sl + 2b + bE = ctrl + lol‏ 
أو 
lx +>»| < Ix<l + ll‏ 
إن الموضوعة ؟)-4) والعلاقتين ( / 2.5 ):(3 .2.5 ) تبين صحة 
موضوعات النظيم المعرف بدلالة الجداء الداخلي » وبالتالي فإن المسافة المعرفة بدلالة 


ذلك النظيم تحقق جميع موضوعات الفضاء المتري . 


توطئة )١(‏ . الجداء الداخلي تابع مستمر بالنسبة للتقارب بالنظيم . 


البرهان . في الحقيقة . لتكن بج ,كد وابره , 








رلتقرض أن ۸4 هو حدها الأعلى . لدينا 
(x...) -(x.,»)| =‏ 


>]|(م.ع )ررمي )+زم, ,ع )- رير.,ى)اء 


| (xoy) — (ary | | Cay) = د|زع,ع)‎ 


E SEES عم‎ 


اذا امسا ادا 
M lol * lel lel‏ 
|x, - × |‏ د 0 ج إد- بدلا عدا مجم 


. وهو المطلوب‎ |), ) -(x.»)| > 0 ٠ 


ويماان0 ج 
ەب n‏ 
لنبرهن الآن أن النظيم المعرف بدلالة الجداء الداخلي ( .1 ) يحقق العلاقة : 
[r+ + |r lx +loP) (2.3-2)‏ 


والمسماة بعلاقة متوازي الأضلاع 


lr +» 


=( رر ) + (قر + رر + )= 








1. Kolmogoroff and S. Fomin "Elements of the Theory of Functions 
and Functional Analysis "Vol. I1 Graylock Press Rochester 
N. ¥.,1976 


مثال(١)‏ . الفضاء ,ا ( 2 > م) ليس فضاء هيلبرت . قي الواقع 
لنبرهن أن النظيم قي ,ا 


متوازي الأضلاع . 





ايولد من جداء داخلي . لنبرهن على عدم تحقق قاعدة 





{1,1,0.0, Fel 


y = {1,-1,0,0. arl 





اما > xl‏ 
أ«د-ءاء »+| 








ي إلى أن مساواة متوازي الأضلاع غير محققة في الحالة 22 0 . 





مثال (؟) . قي فضاء التوبع المستمرة على لمجال 


0 ,0 ] © لتأخذ التيعين , يمه = (1) × » ۲ ہی = (1) ۷ 








- اذا 











ma [cost + sint| =‏ = إبر+»| 


max | cost = sint| = 1 


وبسهولة يمكن 


التعامد ( '(07//100:0111 )- لمقهوم التعامد أهمية بالغة في نظرية 
قضاءات هيلبرت . 

بالتعريف نقول عن العنصرين 6و ر من قضاء هيلبرت ٨7‏ إنهما متعامدان وئرمز 
لذلك ب مر 


من خواص الجداء الداخلي ينتج أن 


. #1 العنصر الصفري © عمودي على أي عنصر + د‎ )١ 


؟) “د لد + فقط في تلك الحالة التي يكون قيها © = × . 


؟) إذاكان ,نر قان ,ال 


4 ل × من أجل جميع 


٠ 4,‏ بكلام آخر إذا كان × معامداً لكل عنصر من عناصر مجموعة 4 د #1 
فإن د يكون معامداً لأي عنصر من المتتوعة الخطية المشكل من عناصر 4 
, .1,2 = ) وکانت ارچ پر فان 

إن ذلك ينتج من استمرار الجداء الداخلي - 

)١‏ إذا كانت المجموعة 4 كثيقة في كل مكان في // وكان ند معامداً لجميع 

عناصر 4 قإن © = > - في الواقع ٠‏ بما أن المجموعة 4. كثيفة في مكان 

في 8 قإن ,ند صتا x‏ < 4 وبما أن ,, لل دقرضا من أجل 


جميع #فإنه وفقال 4) يكون ل ومنه نجد ن0 = ×. 








| برك ) متتالية أساسية وبما أن الفضاء //. 


شلد ل مقر , 


العتصر "د يعامد القضاء الجزني 41 7/2 ( و نكتب 
ان :* معامداً لأي عنصر 'ز د £ . وتقول عن الفضاءين الجزئيين 
27 ل 2 ) إذاكان بر 1 » 
إن 'ر 3 24 . من ذلك ينتج أن العنصر المشترك الوحيد بين 
فضاءين جزئيين متعامدين هو العنصر الصقري © 
مسقط عنصر على فضاء جزئي 
لنفرض أنه لديئا » قي الفضاء الإقليدي الثلاثي البعد » مستوي م ( مار مسن 
مبدأ الإحداثيات 0 ) وكذلك شعاع /01 غير واقع في ذلك المستوي › عندئذ » وبشكل 
دائم » يمكننا تمثيل الشعاع 01 في شكل مجموع + 0N‏ = 07 حیہٿ إن 
الشعاع 0۸ يقع في المستوي م و أما الشعاع ١‏ فهو عمودي على در . وفقاً 
لذلك يكون طول الشعاع ۷۸١‏ هو أقصر مسافة بين ۸4 ونقاط المستوي در و تكون 
النقطة ١‏ هي مسقط النقطة ۸١‏ على المستوي م ويمكن حل المسألة المماثلة في 
أي فضاء هیلبرت ۸1 . 
هبرهنة (۲) . ليكن £ فضاء جزتيا من فضاء هيلبرت ٠» ٨1‏ عندئذ أي عنصر ٣1‏ 
3 يمكن تمثيله وبشكل وحيد على الشكل : 
x= y+‏ 


بد 





[Û + a‏ ور-ء] ديه 
ليكن الآن / عنصراً ما من .1 مختلفاً عن الصقر » عندئذ يكون العنصر / م + ب 


ن ا من أجل أي عدد مركب ولهذا فان : 


Û =a‏ (معبيون)-د[| 


(x=(y,teh)., (w+eh)) = 


lx -»| 


(a-d [f‏ ع ]ازممير-ءم)| 


وء 
[hl )2.5.-6(‏ 42--.ةه > ]|42 بيير-+)| 
من الواضح أن العلاقة (6. 5. 2) تتحقق أيضاً من أجل 0 - / . من هذه 
المتراجحة ومن أجل أي عنصر / 3 1 ينتج 


|(x- wy, .A)| < 4-.4ل‎ |؟١|‎ 





و أن 

(ad. -d) | * |‏ + حال ) > إلقيت؟ )|+ |دمب-: )| 
أو 
أو 


| (x=w,sh) + (yax, h) | < | (x=, ) | + 


ad) ll 


+ Jd.-4) l*| 


في حالة خاصة و بوضع 


4 -,4 
متقاربة في نقسها وبما أن / فضاء تام ٠‏ فإنها تكون 
ناربة إلى عنصر ر < ويما أن .4 مغلق قإن ١‏ < £ وبالانتقال إلى النهاية 
في طرفي المتراجحة (6 .5 .2 ) عندما ” + ” تجد أن 
(x-=y.h) 0‏ 
وبما أن /١‏ عنصر كيفي من الفضاء الجزئي 1 فإن العلاقة الأخيرة تعني أن 


اتعني أن 

تعريف . يسمى العنصر "رفي النشر ( 5. 5 . 2) بمسقط العنصر :د على 
القضاء الجزئي .ل . بسهولة نرى أن مجموعة جميع العناصر 14 المعامدة للفضاء 
الجزئي £ تشكل فضاء جزئياً ٠‏ فمن الواضح أن 11 متنوعة خطية » وأما كونها 





مغلقة فينتج من استمرارية الجداء الداخلي . تبعاً لذلك يمكننا تسمية العخصر 

العلاقة ( 5. 5 . 2) بمسقط العتصر: على الفضاء الجزئي ۸ . وعلاةيسمى 
القضاء الجزئي 14 بالمتممة المعامدة ( 04عدءامددمء [3معه0,00) للقضاء 
الجزئي 1 ويرمز للك ب .91 77 و نقول إن // هو مجموع متعامد 


um (‏ اقصعهطامه ) للقضاءين الجزئيين 1 1١.‏ وتكتب ذلك على الشكل : 


لزوم الشرط . من الواضح أنه إذا كان // 1 ند فإن 37 1 “د وبما أن 
N = 4‏ فإن 8 ل وفي حالة خاصة يكون : 1 × وبالتالي فإن 6 - + . 
اية الشرط . لنفرض أن /4 ليست كثيفة في كل مكان ٠‏ أي إن 


۷ . عندئذ يوجد عنصر مثل 77 6 + واستناداً للمبرهنة )١(‏ يكون : 
+= 


وهذا يناقض 


الجمل المتعامد - المنظمة ( 5:15 0۸0۸1 ( 


5 .د , ره إنها جملة 


(e, .e,) 
111 نذا تجصوحة فرع‎ 


2+ . 7+ .0 - 7# في الفضاء العقدي [0,1] 1 





فقول عن مجموعة لا نهائية من فضاء خطي إنها مستظة خطياً إذا كانت لية مجموعة 
منتهية منها مستقلة خطياً - 
ر 7 جملةامن انار المستقلة خطياً رانين آنه 


يمكن تحويل هذه الجملة إلى جملة متعامدة ‏ منظمة بطريقة شميت قي المعامدة ) 


1 ب 
لنضع î‏ = » وليكن ,۵ رر - ر = رچ ولنختر العدد برك بحيث يعامد 
7 


رع العنصر ,© من الواضح أنه لتحقيق ذلك يكفي أن نأخذ ( ره , د ) > رده . النضع 


ره عنما بآن 0غ || ,م | » إذ إنه في الحالة المعاكسة ( 60> بم ) 


يكون العنصران ج/ ,:/ مرتبطين خطيا وهذا مناقض للفرض . لنفرض أننا قمذا 
ببناء العناصرر,» . ٠ ©, 2, ١‏ ولتأخذ 


ونختار الأعداد بره بحيث يعامد بج جميع العناصر 
ذلك علينا أن نأخذ ( ٠, ٠,‏ ) = به ٠‏ لتضع الآر 


ن ۵ ٭ ||| وهكذا. 
مثال . لنأخذ مجموعة التوليع : 
م : 
بمعامدة هذه الجملة في الفضاء الحقيقي [41,]0.6 حيث ()م تايع موجب 
نحصل على جملة كثيرات ال 
ارم 2 P(t) = const . p(t),‏ 
المتعامدة بالوزن (/) م 


رة - ف هارم هارم مام[ 


1959) (Schmidt E . ) شمیت ررد‎ 





من أجل1 -0) م2 و 7--م ع/+-8 نحصل على جملة كثيرات حدود 
ليجاندر ( بغض النظر عن معاملات ثايتة ) . وأماامن أجل "© > ()م و 

© - - هم و5 + > 8 فإئنا تحصل على جملة 

كير 

ومن أجل “© - (7) م و 0 >4 و2 =6 نحصل على كثيرات حدود 
تشبيشيف- لاغير . 

ليكن £ فضا جزئياً مولداً بالجملة المتعامدة - المنظمة SESS Ra‏ 


وليكن ×عتص امامن 1 (1 > × )ء عندئذ من أجل أي عدد موجب م > 0 


يوجد تركيب خطي مثل ,© © 3١‏ بحيث إن : 


> 


> لها رع ره + صرن) م رملى 6 - [sf‏ 
Mm ° el j 1‏ 


el as > age 


,e) 
تسمى الأعداد © بمعاملات فوربيه للعنصر ند بالتسبة للجملة المتعامدة - المنظمة‎ 


ee | = 1F = efe Sl a-af 





وبالتالي فإن نظيم القرق 


ع × يأخذ قيمة أصغرية عندما تكون الأمثال 


هي نفسها معاملات فوربيه للعنصر د بالنسبة للجملة المتعامدة - المنظدة 


٠ )6‏ وفي هذه الحالة يكون لدينا 


كيفي ويمكن اختياره صغيرا بالقدر الذي تريد فإنه يكون 


BESE CO‏ | وف | 2 م 
2| 


وبما أن 





الإغلاق بمقهوم ستيكلوف' 
Completness in the sense of Steklov‏ 
بحث ستيكاوف مسألة تشر تابع بدلالة جملة متعامدة - منظمة و أدخل مفهوما 


هاما حول إغلاق تلك الجملة . 


الجملة وتسمى تلك الجملة مغلقة إذا تطاد 
الفضاء 7/ . إن سلسلة فوربيه بالنسبة لجملة مغلقة لعنصر ما // تتقارب إلى 
ذلك العنصر كما أنه من أجل أي عنصر × 3 // تتحفق مساواة بارسيفال - 


[zf‏ = "اما 
الجملة المتعامدة - المنظمة في فضاء هيلبرت والمغلقة بقاعدة متعامدة - 
منظمة . إذا كانت الجملة المتعامدة - المنظمة تامة فإنها تكون مغلقة . في الحقيقة ٠‏ 
قي هذه الحالة لا يوجد عنصر مغاير للصفر و معامد لجميء عناصر المتنوعة الخطية 
المولدة بتلك الجملة و استناداً للتوطثة (؟) يكون // = 4 ٠‏ وبالتالي فإن تلك 
الجملة مغلقة . 


بالعكس » لتكن الجملة ! ,© ) مغلقة » عندئذ من أجل هذه الجملة يكون : 


اعا به - || 


"يسل فريدريك (0 . ”1 امووع 3 ) (1816 ' 2) رياضي ألماني . 
1 


أستيكلوف فلائمير اتدرييفش( . 4 . 1١‏ 5/6110 ) (1926 . 5 . 1864-30 . / - 9) رياضي روسى. 


بارسیغال (۸4 ۴۵۳۲۵٥۵/۱1.‏ ) (1836 -1755) ریاضی قرنسی 








فإذا كان ,© 1+ مع إن 0 - ن مع 
.2 > فن ×|| وهذايضي أن [:©) قامة . 


كمثال على جملة متعامدة - منظمة وتامة نأخد مجموعة التوابع ال 


وك , موك , بومتك 

في الفضاء الحقيقي [ + , #-] 22 . 
فضاءات هيلبرت القابلة للفصل و الإيزومورفيزمية : 
Isomorphîsme of separable Hilbert space‏ 

تلعب قابلية الفصل » قي هذا الدور الأساسي قيما سنستعرضه . لنبرهن 
على وجود جملة تامة متعامدة - منظمة في أي فضاء هيلبرت قابل للفصل . لتكن : 
gn 1‏ .نه , بع ) - © مجموعة قابلة للعد و كثيفة في كل مكان 
في // إضافة إلى أن جميع العناصر ,چ( 2 ,1= 7 ) مختلفة عن الصفر 


© . لنضع : 


آاه 


وليكن ,1 القضاء الجزئي الأحادي البعد المولد بالعضصر ر . وليكن ,رع أول 
عنصر من عناصر المجموعة 6 غير منتم ل ,ا وليكن دا/ مسقط ,ي على 
872 + لتفرض 
in‏ 
ll‏ 
وليكن ,1 الفضاء الجزئي ثنائي اليعد المولد بالعنصرين ره و رء وليكن ,رع أول 
عنصر من © غير منتم إلى 1 ٠‏ وليكن ا مسقط ,ع على ر1 © 17 ٠‏ 
Mh‏ 5 
e‏ ` 
وهكذا نحصل على الجملة المتعامدة - المنظمة 3 ره ٠‏ ويما أن 


النفرض أن 


كل عنصر,ج ينتمي إلى واحد من الفضاءات الجزئية .4 ٠‏ بنتيجة بناء هذه 
الفضاءات الجزئية ٠‏ قإن الفضاء الجزئي المولد بالجملة [,) يتطايق مع القضاء 





ج أي مع الفضاء 7م . تبعا لذلك تكون الجملة !:6] قابلة 
احتوت على عدد منته م من العناصر ء قإنه كما هو معلوم قي 
الجبر الخطي ٠‏ لن يوجد 1 + مر من العناصر المستقلة خطياً وهذا بدوره يناقض 


بسهولة يمكن التأكد من أنه إذا كانت !4 جملة متعامدة - منظمة وتامة 
وكان × , ر عنصرين من ۸1 وكانت معاملات قورييه لهما على الترتيب , , 20 
فإن 


(xy) = Ye d 


ليكن 7 قضاء هيلبرت القابل للفصل ولتكن )٠/(‏ جملة متعامدة - منظمة وتامة في 
هذا الفضاء . إذا كان × عنصراً ما من ۸ ٠‏ فإته يمكن مقابلة هذا العنصر بالمتتالية 
العددية( . . .., ,. . . ,ده ر٠‏ ] والتي هي معاملات قوربيه للعنصر + بالنسبة 
للجملة : 


lef 


ة . وبالتالي يمكننا النظر إلى المتتالية [ (er.‏ 
* من الفضاء العقدي ,/ بذلك نكون قد قابلنا كل عنصر :د 3 ۸# بعنصر 
./ وتبعا لتمامية الجملة | © 1 يكون لدينا : 


Il = (Ê laf 
من الواضح بأنه إذا قوبل العنصر 36 7/ بالعنصر 7 3 ./ وقويل العنصر‎ 
'ر 3 8 بالعنصر 7 3 ,/ فإن العنصر ر ± + يقابل بالعتصر :7 + 7 وفقاً‎ 
ينتج أن‎ ٠ )/.5,//( لهذا و اعتمادا على‎ 
- 5ح راد‎ - 71, (2.5.12) 





عندما 77.7 يسعيان وفقاً لذلك تكون المتتالية | ,2 ¦ متتالية أساسية 
بمفهوم المسافة في الفضاء ٠ ٨#‏ وبما أن الفضاء // فضاء تام فإن هذه المتتالية 


تتقارب إلى عنصر ما 2 من 47 ٠‏ ويما أن 


,© 1 هي ب وذلك يقابل 


بين عناصر الفضاء ,/ و 


إن العلاقة ( 12 5. 2) تبين بأن التقايل بين عناصر الفضاعين 8 و,/ هو 
اتقابل ايزومتري ء كما أنه من الواضح بأنه إذا قويل العتقصر × < / بالعشغصر 
* < ,| فإن العنصر × 2 يقابل بالعنصر 7 4 ٠‏ وبالأخذ بعين الاعتبار ما 
ذكرناه حول الحفاظ على عملية الجمع نجد أن 77/ و ر/ إيزومورفيان بذلك نكون قد 
أثبتنا المبرهنة الآتية + 

مبرهنة (؟) . فضاء هيلبرت العقدي (الحقيقي ) و القابل للفصل ايزومتري 


و إيزومورفي مع الفضاء ,4 العقدي ( الحقيقي ) ٠‏ بالتالي فإن جميع فضاءات 
رت القابلة للفصل العقدية 





مبرهنة )٤(‏ (ريس - ةٍ 


ان [1 , 0[ و 1 





أفيشر ايرنست (1875-1959 .7 .2) رياضي قمقي 





تمارين و مسائل 


: برهن أن القطع الناقص‎ - ١ 


SRE KEES BE 
. هو مجموعة محدبة في و1‎ 
۾ - هل يعرف التابع : | 40# | + × نظيمافي # ؟‎ - 
-هل يعرف التايع : | - اذا‎ 0 
نظيماً في 77 ؟‎ 
ان كذلك فماذا تمثل الكرة الواحدية في 7/ بالتسبة للنظيم المذكور ؟‎ 


= رأعاددري. 


آيس ينا غي من أجل 1 > م > 0و «25. 

: هل التوابع التالية نظائم قي مجموعة تعريفها‎ - ۴ 
Cla.h]> x > max |x(0 | 2 
C" [a,b]> x >| x (a) | + max | x (0 | 2 @ 
C" [a:b] 3x >| x(b) — x(a) + max |x (1)| ( 


4-4) تأكد من أن النظيمين : 


ا 
! ٌ 
}04 ا [ *| :| xl = mel x0‏ 


غير متكافتين في [ 1, 0 ] © . 
) هل النظيما 





xl = m 3 |x| + max lol 


[xl = j |x| dt + mex | * (| 


متكافئان قي الفضاء [ 1 ,0 ] ° 

١ه‏ - هل الفضاء ,/ تام بالنسبة للتظيم xl = sup‏ ؟ 

حيث ( )= × د ا . 

- ادرس تقارب المتتانية | ,× ¦ في الفضاء الخطي المنظم £ إذا كان 
1 


1> س 
(n +1)‏ 


0.1.0.0. 


3 Bae, i SÊ ا‎ 


n+1 n+ 2 


>,)/( من أجل ؛ عد لسمءو‎ x,)1( =e ",E=L [|] (a 


0- من أجل / عدد 


رع US‏ م- مل | 
ّ اا هار 


0 E 
7 


- هل تشكل المجموعة 

|8 004 حم 2 © (ي)ء-+ أده 
فضاء جزنيا في 2 إذاكان ,ا- 8 (ه ٠‏ ,1 -8 رط رص>/) ؟ 
* - لترمز ب [ 4;4 ] “€ لمجموعة جميع التوابع المحققة على المجال 
[0. ] لشرط هولدر ذي المؤشر ۾ < [0.1) : 





sup | 0)ع-©»‎ | 
ast,rsh “عدن‎ 


> + 


8) - 


برهن أن [ 6: 0 ] “© قضاء باناخ بالنسبة للنظيم : 
xe C“[ a:b]‏ ال | max‏ = „ 
۹- لتكن 7 مجموعة ما و4 حقلاً سلمياً » ولنرمز ب K‏ للمجموعة 
عناصرها توايع :داء 8ه 7 :ا و ب (7 ),/ ( مك / ) للمتنوعة الخطية في 
" ۸ المشكلة من تلك التوابع ( / ) د المختلفة عن الصفر ليس على أكثر من مجموعة 
قابلة للعد / < 7 والتي من أجلها + > "| (/)* | !3 . برهن أن العلاقة : 


تعرف نظيماً في (7 ),/ و يكون (7),/ 
٠‏ - هل المجموعات التال 
4) مجموعة كثيرات الحدود من الدرجة # . 


6) مجموعة كثيرات الحدود من درجة لا تزيد عن ۸ . 


ء) مجموعة التوابع الستمرة و المحققة للشرطا > 4 |0) :| ]| ٠‏ 


4) مجموعة التوابع المستمرة و المحققة للشرط 1 ك /4 "| () :| [[ 


محدية في الفضاء [/ , 0 ] © ؟ . 
١‏ -ليكن [1 ,0 ] ”1.7 ١‏ (/ > م >0 ) قضاء جميع التوابع القيوسة وفق 
على المجال [/ , 0 ] والتي من أجلها : 
1 
j |x (| 1< +‏ 


برهن أن العلاقة + 


p(x.» = |x (0= لاس‎ |" 





تعرف مساقة قي [0,1] "2 . 
- احسب نظيم ‏ 


۾) قي 


1 


lr - 10n+28Î, 


#) قي القضاء ( .0 )27 إذا كان 
معارو if‏ : له 
x (1) = 1‏ 


| cosr 0 1 
| 1 


۳ - لیکن ٤‏ فضاءً خطياً منظمآً وليكن .4 فضاء جزئي أ من ٤‏ . برهن أنه 
)١‏ - يمكن تعريف نظيم في فضاء العامل بالعلاقة * 
mf ||‏ = 
حيث .ا /8 ع تج  (‏ صف تلاصق ) . 
؟) - إذا كان 5 فضاء باناخ القابل للفصل قإن .2/1 بالنسية للنظيم المعرف يكون 
فضاء باناخ القابل للفصل . 
۴ ) - .2/1 إيزومورفي ل / إذاكان [0.1]© - جر 
وكلن ‏ (0>-(0)#:[/.0]© » L={x(1)‏ 
١4‏ - لتكن ( ». :0 ) - © هتتالية عندية مثبتة ,© > 0 ٠‏ 7 < لإ . 


ولتكن .را مجموعة جميع المنتاليات ( 


والمزود بالجداء الداخلي : 





هي مجموعة الأشعة من الشكل + (- 1 ) + ٭۲۸ حيث | ك 1> 0 
إذا كاتت 32 #8 وكان ١ر(‏ 1-1 ) + ×1 =< حيث 1> 1> 0 فإن النقطة ± 
تسمى نقطة داخلية من القطعة المستقيمة » وإذا لم تكن النقطة من مجموعة محدبة 
اتقطة داخلية من قطعة مستقيمة ما منتمية إلى تلك المجموعة ٠‏ فإن تلك النقطة تسمى 
انقطة حدية لتلك المجموعة . تسمى المجموعة المغلقة والمحدبة قي // مجموعة 
محدبة يقوة إذا كانت جميع نقاطها الحدودية نقاطاً حدية 
8 - برهن أن الكرة الواحدية المغلقة قي قضاء هيئيرت هي مجموعة محدبة بقوة . 
٠1‏ - برهن أن الكرة الواحدية قي فضاء هيليرت اللانهائي البعد // تحتوي على عدد 
غير منته من الكرات غير المتقاطعة والتي نصف قطر كل متها ل - 
۷ - برهن أن النظيم في القضاعين الخطيين المنظمين ,/ ( م > / .2 # ام ) 
[/ .0 ]© لا یولد من جداء داخلي - 
٠8‏ - لتكن ./ متنوعة خطية قي // برهن أن /8 > 1 إذا وفققط إذاكان 
}0{ = 1 
۹ - برهن أن الفضاء الخطي المغلق 1 لجميع الأشعة من الشكل : 

/ چ و 
هو مجموعة كثيفة في كل مكان في ,ل . - 
١‏ - ليكن .1 فضاء جزئياً من فضاء هيلبرت 77 ولتكن × نقطة واقعة على بعد 


. d = p(x.L) = inf |x - “| من غ أي‌إن‎ 4 
vel 


برهن أنه من أجل أي عنصرين ر , لر من 1 تتحقق المتراجحة + 


#- ]ور- ]ل + @- ln» < (raf‏ 
والمسماة بمتراجحة بيپو - ليشي . 
انطلاقا من هذه المتراجحة برهن على وجود عنصر لد 1 


وليكن <£ و 





6 * » برهن أنه من أجل أي عتصر × د ۸1 يكون + 
|(*.a)|‏ 
ll‏ 


7 - من أجل التابع '© أوجد كثير 


ع زم 





دود من الدرجة (7)7 يحيث يكون 
النظیم || (0)م - ٭ || لصغریآقی 1.17-]*1 


٤‏ ) أوجد قاعدة متعامدة - منظمة إذا 








7- في القضاء ,1 (انظر الما 
n (a‏ 
(b‏ 





a 
4 Ny na, =e" (¢. a 





4- لتكن إ ,6 ) جملة متعامدة - منظمة في // : ولتكن ( ,2 ) متتالية من 


©برهن أن الشرط اللازم والكافي لتقارب السلسلة E‏ في// هو أن يكون : 





القصل الثالت 
المؤثرات الخطية 
Lenear Operators‏ 


إن أهم صفوف المؤثرات المدروسة جيداً هو صف المؤترات الخطية في 
الفضاءات الخطية . 
§ 1 . المؤثرات الخطية 

اتعريف . ليكن ,4 و ,5 فضاءين خطيين توبولوجيين فوق حقل الأعداد 
الحقيقية أو قوق حقل الأعداد المركبة . 4. مؤثرا معرقا على ,4 ومجموعة 
قيمه متوضعة في ,£ ؛ وسنكتب ذلك على الشكل »4 = «١‏ . يسمى المؤثر 4 
خطياً © إذا + 
١‏ ) كان هذا المؤثر جمعياً . أي إنه من أجل جميع ,». د» من ,£ يكون 
xı + = Ax + 4x: CREE‏ ( 4 
؟) كان هذا المؤثر متجانساً . أي إنه من أجل جميع × < ,£ ومن أجل جميع 


الأعداد الحقيقية ( إذا كان ,4 حقيقياً) أو جميع الأعداد المركبة ( إذا كان ,6 مركباً ) 
4 

1(4x) = 4 4x (351.2) 

الاحقاً سنرمز لمجموعة جميع المؤثرات الخطية والمستمرة والتي تطيق +4 في 
بالرمز ( اج ,6 ). 


من الواضح أنه في حالة الفضاء المتري يعني استمرار المؤثر 4 أنه من أجل أي 
> 0 معطى يمكن إيجاد عدد 8 > 0 بحيث إن مجموعة صور العناصر 
× ) 5 ككون قي الكرة ( م , در ) 8 . 


» ليكن £ = ,> ,كا الفضاء الإقليدي ذا ال 7 بعداً‎ ٠ 


690 يعتمد البعض تعريف المؤثر انخطي على أنه إذا كان جمعيا و مستمراً وسترى لاحقا أن ذلك يؤدي إلى 


تجانس المؤثر 





ولتكن ,| ره ) مصقوفة مربعة من المرتبة ” . لنعرف مؤثراً 4 
E,‏ حر :4 على التحو الآتي : 
إذا كان 
x = fê,‏ 
Y = {M.T LN‏ 
فإن مركبات العنصر ١ر‏ صورة العنصر × وفق 4 تتعرف بالعلاقات : 


= i 


i 
أو‎ 


: المكافئة للمساواة‎ 
+) = AX + AX: 

ومن الواضح أن المؤثر 4. متجانس ٠‏ وأما استمراريته فتنتج من المتراجحة : 

ا 2 2 

حيث / "ي = ta"?‏ 


× ج ,دا الناجمة عن متراجحة بونياكوضكي من أجل المجاميع . 


مثل (۲) . لنضع 


1 
» (ه) ع (:.)»] = مام 


حيث (1.8) ۸ تليع مستمر في المريع / >»: ./ > 0 . إذاكان 
1" > (1): فإنه من الواضح أن التابع (/ ) 'ر ينتمي إلى [ 1 .0 ] © ؛ 
وبالتالي فإن المؤثر المعرف بالعلاقة + 4. - :زر يطبق الفضاء [/ , 0 ] © 





x; (s)] ds =‏ + ©) بد] (ىب )6 ] - (و+ن) 4ه 


1 7 
= j K.S) x (ك)‎ 4 + KOs) (عايد‎ « - Ax + Ax, 


أي إن ۸4 مؤثر جمعي . أما خاصة التجاتس قهي واضحة . 

لتكن | (/ ) ,د متتالية من عناصر الفضاء [ 1 . 0 ] © متقاربة إلى (/) 6 
بمفهوم التقارب في [ 1 ,0 ] © ٠‏ بما أن التقارب في هذا الفضاء هو تقارب 
بانتظام » وبما أنه في حالة التقارب المنتظم يمكننا الانتقال بالنهاية إلى تحت إشارة 
التكامل فإن + 


1 / 
lim j K(t.s) x, (s) ds = f K (1.8) x(s) de 


أي إن + 
lim 44‏ 
وهو ما يقت أن المؤثر )4 مستبر . 
مثال (5) ٠‏ انستعرض في الفضاء [ 1 ,0 ] © المؤثر 4 المصرف 
بالعلاقة (i) = f x(r) dr‏ 


من الواضح أن هذا المؤثر خطي ومستمر و أنه معرف على الفضاء [ 7 . 0 ] © 
بأكمله و لنستعرض في هذا الفضاء مؤثرا آخر 8 معرقا بالعلاقة : 


0 2ك = 
دك - 1 
dı‏ 


إن هذا المؤثر معرف في [ / . 0 ]© ٠‏ ولكن ليس من أجل جميع التوابع 
()* د [2. 0]© ءو لا كان ناتج ×8 = موجوداً فإنه لا ينتمي 
دائماً إلى [ 1 , 0 ] © .في خلاف ذلك إذا اعتبرنا أن ساحة تعريف المؤثر #8 هي 
المتنوعةالخطي ةالمشكلة من التوابع القابلة للاشتقاق والتي مشتقاتها مستمرة ل[ هذه 





المتفوعة كثيقة في كل مكان قي [ 7 , 0 ] © ) فإن ساحة قيم المؤثر 4 تكون 
مطراةفي [1. 0]© . 
من الواضح أن المؤثر 8 جمعي و متجائس إلا أنه ليس مستمراً في ساحة تعريقه 
وذلك لأن مشتق نهاية متتالية توابع متقاربة بانتظام يمكن أن لا يساوي نهاية متتالية 
مشتقات التوابع » حتى ولو كانت جميع تلك موجودة . 
الخواص البسيطة للمؤثرات الخطية 
النتوه أولاً إلى بعض النتائج الناجمة عن جمعية المؤثر . على وجه انتحديد ؛ إذا 
كان المؤثر 4 جمعياً فإن : ٠٠‏ 
0 4 له 
x ë E,‏ ¥ 8 4 = (× سع) ني بره 
تتحقق العلاقة (2 .1 .3 ) من أجل أي عند عادي 2 . 5 
البرهان 
©) من أجل أي عنصر + د £ لدينا 
Ax=A4A(x+@0) = Ax+ 40‏ 
و بالتالي فإن 0 = 40 
م) بما أن 0 = × - × فإنه استتاداً إلى ت ) يكون لدينا 
Ax+A4(-x) = 4(x-*) A40 = 6‏ 
وبالتالي فين + م = (+«-) 4 
©) إذا كان / عدداً طبيعياً فإن 
A(nx) =A(x+x+.. +x) = nAx‏ 


إذاكن 4-1 حيث 7 عندطيميء ل 
1 


Ax =A4(n الك‎ = n4 Lx 
n n 





1 1 
بعد < = ):ء=)4 
n‏ 7 


۸ حيث # , 7 عندان طبيعيان ٠‏ إنه استناداً إلى ما سيق تجد 


1 1 1 3 5 
A(4x) = A(m. x) = mA(kx) = Ax =14x 
7 7 7 


أخيراً إذا كان 4 عدداً عادياً سالباً أي إن «- > م حيث إن ل م الشكل 


(” .7 طبيعيان ) فإنه وفقاً لما أثيتنا من أجل الأعداد العادية الموجبة يكون : 
n‏ 


A(Ax) = A4A(-rx) =A (rx) = -r (4x) =2 (4x) 

وإذا كان 0 = ۸ فإن استنادا إلى 4 ) تكون العلاقة ( 2 ,3.1 ) محققة 

بن الممكن أن تبين ٠‏ أنه حتى في الحالات المبسطة + عتدما يكون الفضاءان 
,5 مجموعتين من الأعداد الحقيقية ( المؤثر 4. يكون تابعأ حقيقياً ) فإنه مسن 

الخاصة الجمعية للمؤثر 4. لاتنتج خاصة التجانس في الحالة العامة ٠‏ أي إنه لاتحقق 
العلاقة (2 . / , 3 ) من أجل جميع الأعداد 2 

إذا كان المؤثر 4 جمعياً ومتجاقساً فإنِه من أجل جميع العناصر 


د 0 35.00 , رد من ,4 وجميع الأعداد 9 دل . ب يكون : 
N 2 2‏ 4 


7 1 


وتسمى هذه الخاصة بالخاصة التوزيعية للمؤثر 


لنلاحظ أنه لتعريف استمرار مؤثر معرف قي قضاء متري قمنا أولأبتعريف استمرار 
ذلك المؤثر في نقطة ومن ثم على الفضاء بأكمله ٠‏ في خلاف ذلك , فإنه مسن صف 
المؤثرات الجمعية في الفضاءات الخطية تفرز مياشرة المؤثرات المستمرة وهذا الأمر 
يفسر بالمبرهنة الأتية 

مبرهنة ١(‏ ) . إذا كان المؤثر الجمعي 4 : ,6 ع ,6 - 4 مستمراً فى 





:د( عد ) عندتذ يكون رد + ( رد + 3- 
مستمر في النقطة «ند 
A Xo‏ 
لكن المؤثر 4. جمعي وبالتالي قإن 
A(x =x +x) = Ax, — Ax + AX‏ 
ومنه نجد أن 


lim Ax, - Ax + Ax, = A3, 


وبالتالي قإن 


Ax‏ = يدك سنا 


مبرهنة (؟ ) . إذا كان المؤثر 4 جمعياً ومستمراً ( خطيا (*) ) ومعرفا 
في الفضاء الخطي الحقيقي ,5 فإنه يكون متجانسا ٠‏ 

البرهان . إذا أخدّنا بعين الاعتبار ) , 8) , ©) الواردة قي البند السابق 
والمتعلقة بالمؤثر الجمعي 1, فإنه يكفي التحقق من صحة العلاقةء (3.1.2) 
من أجل الحالة التي فيها 4 عدداً أصماً . في هذه الحالة يمكن وبشكل دائم اختيار 
متتالية من الأعداد العادية ,7 بحيث إن م يه 
١‏ د ٤,‏ يكون »م هب ,/ وبالتالي فإن من استمرارية المؤثر 4 يا 
A lim (FX) = lim A(X) = lim TAX = Ax‏ = 


وهذا ما يثبت تجانس المؤثر 4 
مبرهنة (* ) . كل مؤثر جمعي ومتجانس في فضاء خطي ومنتهي البعد هو 


مؤثر خطي . 


أ أبمفهوم التعريف الثاني للمؤثر الخطي الذي يتمد الخاصة الجمعية للمؤثر وكذلك خاصة الاستمرار 





البزهان . ليكن م قضاء منتهي البعد ولكن ية . .. . .: , بذ قاعدة 


يه ج "۾ ندا »يم مع ” 


التفارب في الفضاء المنتهي البعد هو تقارب بالإحداثيات . 


af (Ax) جه‎ Da,4x, = Ax 


وهذا ما يثبت استمرارية المؤثر 4 
من أجل المؤثرات الخطية يمكن تعميم الخاصة التوزيعية ( 3 ,/ . 3 ) على سلسلة 


ل متقاربة » فإنه باستخدام استمرارية المؤثر 


فضاءات المؤثرات :00107 إن 5006065 ©3771 
في مجموعة المؤثرات الخطية المستمرة المعرفة على الفضاء الخطي ,5 و 
التي تأخذ قيمها في الفضاء الخطي ,£ عيمكن تعريف عمليتين جبريتين . لنفرض أن 
4 . 8 مؤثران من تلك المجموعة »ولنعرف مجموع هذين المؤثرين بواسطة العلا 
(4+B)x = Ax + Bx‏ 
ونعرف عملية ضبرب مؤثر خطي بعدد بالعلاقة : 
x‏ )44( 





بسهولة يمكن التأكد من أن هاتين العمليتين تحققان الموضوعات اللازمة ٠‏ التي 
بموحبها تصبح مجموعة المؤثرات الخطية فضاء خطياً . في حالة خاصة يكون صفر 
هذا القضاء هو المؤثر © والدي من أجل أي عنصر ‏ د ,6 يكون 0= ×0 . 
- لنقرض ٠‏ على سبيل المثال + أن 
زا من أجل أي عنصر © د , 4 . وستستعرض ؛ بتفصيل 
» هذا الفضاء لاحقاً ومن أجل شروط إضافية على + . ,5 . 
حلقة ال ؤثرات الخطية المستمرة 
ليكن 4 فضاءً خطياً ما » ولنستعرض مجموعة جميع المؤثرات الخطية 
المستمرة ( ٤‏ + 2 ) المعرقة على £ والتي تأ ا في 2 . كما ذكرنا أعلاه ٠‏ 
إن هذه المجموعة تشكل فضاءً خطيا . لنعرف الآن جداء مؤثرين 8 و4. من 
( جه 2 ) بالعلاقة 
(-4)8 > (48) 
بسهولة يمكن التأكد من أن الجداء مجدداً هو مؤثر خطي ومستمر . وبالاستقراء 
يعرف جداء أي عدد من المؤثرات . في حالة خاصة يكون : 
4A =A?‏ 4 = 14 
بسهولة نرى أن 
ق)4 دع زقه) 
وان 


(4 +B )C ١0 +8 
C(A +B) = CA +CB 


و أنه يوجد مؤثر واحدي 1 معرف بالعلاقة 


1x =x 
من أجل أي عنصر “د وبحيث إن‎ 
Al =1IA =4 
. 4 من أجل أي مؤثر‎ 
بذلك نجد أن المجموعة ( £ ج £ ) تشكل حلقة ذات عنصر وحدة . إلا أنها غير‎ 
4 8 ± 84 : تبديلية أي إنه بشكل عام‎ 





مثال ‏ ليكن [1 ,0] © - 2 ء ولتستعرض المؤثرين 
Ax = y() = [ts x(s) dz‏ 
Bx = y(1) 1 x()‏ 


ABx = fissx(D d4 =1 fs x(s) a 


0 ا 
dh‏ ()ء BAX = 1t jisx (0). dd = F ts‏ 


وبالتالي فإن : 84 # 48 

يعتبر مفهوم مقلوب مؤثر من المفاهيم البالغة الأهمية . وفقا للتعريف العام 
لمقلوب عنصر في الحلقة ٠‏ نسمي المؤثر الخطي المستمر 8 مقلوباً يسارياً للمؤثر 
الخطي 4 إذا كان / < 4 8 . بالمئل تماماً نسمي المؤثر الخطي المستمر € مظوباً 
يميتيا للمؤثر الخطي 4 إذا كان 1= ٣‏ 4 . إذا كان للمؤثر 4 مقلوبا يسارياً 
8 ومقلوباً يميتياً "© فإنهما يكونان متساويين وذلك لان 

B= B (AC) = (BA4) C=C 

وفي هذه الحالة نقول إنه يوجد مقلوب للمؤثر 4 ٠‏ وترمز لهب "4 
بذلك نجد أنه إذا كان 4 موجودآ فلن 1 = 4 "4 4A"‏ 


لاحقاً سنعود إلى مفهوم مقلوب مؤثر و سنستعرض بعض الخصانص المتعلقة بذ 


8 - ؟ - المؤثرات الخطية في الفضاءات 
Linear Operators in Normed Linear Spaces‏ 
ليكن ,5 . ,4 فضاءين خطيين منظمين . بما أن القضاء الخطي المنظم هو 
حالة خاصة من الفضاء الخطي التوبولوجي فإن تعريق المؤثر الخطي المعرف على 
د سايقاً ييقى قاثماً من أجل 





الفضاءات الخطية المنظمة كما أر 


Ax | >o 
من أجل‎ 
la-x| +0 
مثال . لتکن به ) مع‎ 
مصفوفة لانهائية و بحيث‎ 
q >1 
: عندئذ تعرف مجموعة المعادلات‎ 


i=l. 


والتي بوا طتها نقابل العضصر  ٤,‏ بن ال ,/ بالعضصر 
) = ء مؤثراً خطياً مستمراً ×4 = ١ر‏ معرفاً على ,/ ويأخذ قيمه في ,/ 


أي إن (,! جه ,/ ) © 4 : لنبين قبل كل شسيء أن لز 


اتنتمي فعلاً ل ,/ (,/ © 3 ) إذا كان * « ,/ . ياست:. ” متراجحة هولدر مسن 


أجل المجاميع نجد أن 


| 
1 


). 
امه 


عاق "لما > أمظ "ما 





وبما أن هذه المتراجحة صحيحة من أجل أي عدد 7 ٠‏ فإنه يمكننا الانتقال ل 


النهاية عندما , -> 2 و اتجد 
"لها ع 'اعز ع "اس د "دا 


وعدا يعني أن ا3 1 > 

لتبرهن على أن المؤثر 4. خطي و مستمر ٠‏ ليكن 
3 4 
el, 2‏ 


عندئذ من المساواة 


الاي د وروا 


ينتج أن 


A4 (x, + x2) = Ax, + A x; 
أي إن المؤثر 4. جمعي . من الواضح أن المؤثر 4, متجانس . لنفرض الآن أن‎ 


بالتالي فإن 
lm-»| >o‏ 
من أجل 0 ج || ×+- ,د | » وهذا ما يتبت استمرار المؤثر 4 - 





تعريف . تقول عن المؤثر ( ,5 جه ,£ ) ٠‏ 4 إنه محدوه 








lax | < wll 
5+ من أجل أي عتصر × د ,£ ( إن النظيم | ×4 | يؤخذ بمفهوم المسافة في‎ 
. ) 6, احيث تتوضع قيم المؤثر 4 و أما || * | قيزخذ بمفيوم المساقة في‎ 
إن العلاقة ( / .2 . 3 ) تعني أن المؤثر 4. ينقل مجموعة العناصر إ×) د ,ع‎ 
المحدودة إلى مجموعة العناصر ! د44 < ,£ المحدودة أيضاً . أي إن صورة‎ 
8, مجموعة محدردة من ,£ هي مجموعة محدودة في‎ 

مبرهنة )١(‏ . الشرط اللازم والكافي كي يكون المؤثر الجمعي و المتجانس 
4 مستمرا هو أن يكون محدوداً . 

البرهان . اللزوم : لنفرض أن المؤثر 4. مستمر , إلا .أنه غير محدود . 


الية من العناصر مثل [ ,11 بحيث إن : 











"l= 22)‏ > | »4| 
وبما أنه من هذه المتراجحة ينتج أن 6 x,‏ 4 فإن 0 ع ,ير 
لنشكل العنضر 
ol‏ ˆ 
فنجد أن 
i 1 4‏ 
مجم : 0ج 2 انا AE‏ > ايا 


أي إن 0+ بك - من ناحية ثانية وتبعاً لتجائس المؤثر نجد 





1 
Î a‏ 
وبالتالي و استنادا إلى العلاقة (2 .2 .3 ) يكون 
:<اآاة4| 
أي إن المتتالية رج 4 لااتسعى إلى 6 ( 40 * ,44 ) الأمر الذي يناقض 





















الكفاية : ليكن المؤتر الجمعي 4. محدوداً ‏ 
اعا”» < 1 
ولتكن دج ,د أي إن 0ج | × || ۔ : 
الح )ةا < 4x, -a4x|‏ 


ات ا 
أن ڍکون غير مستمر » قإن كل مؤثر خطي في 


إلى هوميومورفيزمية فضاء باناخ 
ال ”7 بعدا نجد أنه إذا كان : 


< 
( مثل هذه الأعداد موجود بنتيجة محدودية المؤثر 4 ) ٠‏ ينظيم المؤثر 4. ونرمز 
قدب |4| . 
من العلاقة (1 .2 .3) نجد أت 

| 4| 


Al SON ١ قمع‎ 
«| 





من الواضح أن /1 لا يقل عن الحد الأعلى للطرق الأيسر لهذه المتراجحة و أن 
أصغر تلك الثوابت 34 و المحقق لهذه المتراجحة ( والذي هو |4 || ) هوتمامآ 
الحد الأعلى الأصغري للطرف الأيسر . 


l4l = 11 (3.2.2) 
3 1 


بسهولة نجد آن + 
l4l = sup [4x<| (FAY‏ 
Ilo‏ 
باستبدال 84 ب |4| في لعلاقة (/ .3.2) نجد 
VxeE, (3.2.3)‏ 0 || |4ا ادها 


لنبرهن الآن على أن 
l4l = sp |4<| (3.2.4)‏ 
5 


من العلاقة (2.3 .3) نجدمن أجل 1 ك أن 
l4l‏ = |4 


وبالتالي فان : 


sp اء«4|‎ <s [|4| (3.2.5( 
r 


وبملاحظة أن 
sup [4x] > sp |44 = |4| (3.2.6)‏ 
la Hi‏ 

فإنه من ( 3.2.5 ) و (2.6 .3 ) تنتج العلاقة (2.4 .3) . وهكذافإه 
الحساب نظيم مؤثر خطي يمكننا استخدام إحدى العلاقات (2 .2 
(.3.2) لو (3.2.4) . 
كمثال على ذلك سنحسب نظيم المؤثر التكاملي ذي النواة المستمرة 

f Kus) x(s) dh‏ - مم 


والذي يطبق القضاء [1 .0 ]€ في [0.1]€ . لنضع , 





0 
عه j K(1.s) x(s)‏ 
وبالتالي یکون لدینا 


axl = max) JKC. x() & 


< max f | K.S] d max |x (| = max f (KC. |x| 


وبالتالي قان 


Al < max f |K(r.s) | as (3.2.7( 


بما أن +4 |(:,/) ۸| تابع مستمر فإنه يبلغ قيمته العظمى في نقط تمثل ,/ 


من المجال [ 7 .0 ] ٠‏ لنضع 
sign #)6.5(‏ = (5)م2 
ليكن ( 6 ) ,,د تابعاً مستمراً وبحيث إن 2 > | (5) ,ند |و (5)م2 
في كل مكان باستثناء مجموعة ,5 قياسها أصغر من 0 حيث 
20 
M = max | K(r.s)|‏ 


وبالتالي فإنه على المجموعة ,4 يكون لدينا 
2 ك |(عء) - )0( |x,‏ 


ووفق#نلك نجد أن 


/ 1 
j K(t.5) 3, (sS) as - KO.) x, (a | < 


< f|K(1.s)| | x,(s) =2,(s)| ds = 


= fIK(.s| | x. () - (sS) |as <“ 
- 





ER 
2Mn n 
وهذه المتراجحة محققة من أجل جميع النقاط 1 < [1 .0 ] . وبالتالي فإنه من أجل‎ 


جميع / د [7 ,0 ] يكون لدينا 





| (ء.)ع إحمم 2 ع 


1 
K(r.s)=, (ads < 


لمعن زمر ع لع مهد معز < 


بتعويض ١‏ ب را في هذه المتراجحة تجد 
+ اضل لماع مفاسموع ال 


وبالانتقال ا ا ا ر قي طرقي المتراجحة الأخيرة وبملاحظة أن 
4 > || نج 


fJlxKa.o|as < |4| 


أي إن 


mx |] | عمزضف»»‎ > |4| )3.2.8( 


عن 3:2-7(3) و (73:22:8 نجدان 


[4l = max [ | عا همع‎ 


تمديد مؤش Extension of linear operator‏ 
لتكن .1 متتوعة خطية في الفضاء الخطي المنظم ,5 ٠‏ ويمكننا النظر إلى 
هذه المتنوعة الخطية على أنها فضاء خطي مستقل غير تام . ولنفرض أن 4. مؤثر 
جمعي معرف على 1 وقيمه متوضعة في فضاء خطي منظم ,4 . يسمى المؤثر 4. 

محدوداً على .1 إذا وجد ثابت مثل 14 بحيث إن 


lel‏ » ع زعم 






















من أجل جميع العناصر * 3 ./ . ويسمى أصغر هذه ال: ليم المؤثر 4 على .1 
ونرمز تەب ,|4| . 

مبرهنة (۲) . ليكن 4 مؤثراً خطياً و محدوداً ومعرفاً على متتوعة 
اخطية ./ كثيقة في مكان في الخطي المنظم ,£ ١‏ ولتكن قيمه متوضعة في 
الفضاء الخطي المنظم التام ,6 ٠‏ عندئذ يمكن تمديد هذا المؤثر على الفضاء ,/ 


l4l: 


وغير منتم إلى 1 . بما أن .1 كثيفة في 
ة مثل × د ا و بحیٹ إن 0 < || ۸× | 
عندما / 0د وهذا يعني أن المتتالية 
من احية ثائية » لدينا : 
+| 


عندما + 7,7 ء وبالتالي قإن 


ك العنصر ب “د 4. . لنيين أن هذا العنصر لا يتعلق باختيارنا 


سد = اء لتكن «١‏ ) د £ متتالية أخرى متقاربة إلى × . من الواضح أن 


la | >0‏ 
ومنه نجد أن 
[4-A | >-0‏ 
وبالتالي فان × 4 ج بج 4 وهذا يعني أن المؤثر 4 معرف على عناصر ,2 





ديك > يكرك Ax = lim‏ 
إن المؤثر المنش 4. مؤثر جمعي وذلك لأنه إذا كانت 


عب وى ومع 


lim 4 (a1 + x > 


lim A, (x) + lim AX دك + ردك د‎ 


بما أن 
امسا اكاك |:دا 
فإنه الانتقال إلى النهاية تجد 
ادا اكاك |عه | 
إن المؤثر 4 محدود . ومن هذه المتراجحة ينتج أن 
> [4 | 
وبما أن نظيم المؤثر لا يمكن له أن يتناقص بنتيجة التمديد فإن 
4l. =l4l.‏ | 
بسهولة يمكن التأكد من وحدانية التمديد . قي الواقع إذا كان 8 مؤثرا خطيا وتمديداً 
للمؤثر ,4. على ,5 وكانت ند د ,5 و ,د 4.2 وبحيث إن د ع ,د فإنه 
استناداً إلى استمرارية المؤثر 8 نجد 
Bx = lim Bx, = lim A, x, = Ax‏ 
أي إن المؤثرين 8 , 4. متطابقان 
تسمى عملية تمديد المؤثر ء المذكورة أعلاه » يتمديد مؤثر بالاستمرار 
ملاحظة . بنفس الخطوات التي برهنا وفقها وحدانية التمد يد 
أعلاه يمكننا التأكيد على أنه إذا كان 8 و ,4. مؤثرين خطيين معرفين في القضاء 
الخطي المنظم ,5 وكانت قيمهما متوضعة في فضاء خطي منظم ,5 + وكان 
8 > 4 من أجل جميع العناصر "د المنتمية إلى مجموعة ما .4 كثيفة في كل 





مكان في ,5 فإن 8 > ند 4 من أجل جميع العناصر عد 3 ,ع (. 
في فضاء هيلبرت يمكن تمديد المؤثر الخطي مع الحفاظ على النظيم من أية مجموعة 
جزئية خطية . 

مبرهنة () . ليكن // فضاء هيلبرت ولتكن .1 متنوعة خطية فيه وليكن 
× و4 - در مؤثراً خطياً معرفاً على .1 ويأخذ قيمه في فضاء باناخ ,4 عندئذ يمكن 
تمديد المؤثر ,4 على الفضاء ٨1‏ بأكمله مع الحفاظ على النظيم . 

البرهان . لنرمز ب © للصاقة المتتوعة الخطية 1 . بذلك تكون ٤‏ 
فضاء جزئياً من 7 وبما أن 1 كثيفة قي كل مكان قي £ فإنه يمكننا تمديد 
المؤثر ,4 على £ مع الحفاظ على النظيم استناداً للمبرهنة (1) . وفقأ ذلك ودون 
أن ننقص من عمومية المسألة يمكننا اعتبار أن . » منذ البداية ٠‏ فضاءً جزئيا .لنرمز 
ب م لمؤثر الإسقاط العمودي من ۸7 على الفضاء الجزئي ./ ولنضع من أجل أي 
عتصر + د 27 

Ax = A, ( pF) 
إن جمعية المؤثر 4. تنتج من جمعية المؤثرين ,۸4 و ۶ » وأن‎ 
lal اعا اها اعااما اها ك اعما اها د‎ 
ومنه وكما في إثبات المبرهنة (؟ ) ينتج أن المؤثر‎ ٠ ) م||‎ | - ١ وذلك لأن‎ ( 
ا ال اللا‎ 
في صياغة هذه المبر هنة ونتيجة لعدم قرضنا أن 1 كثيفة في كل مكان في // فإن‎ 
يد المؤثر ,4, في هذه المبرهنة يمكن تحقيقه بشكل غير وحيد . سنرى في الفصل‎ 

القادم أنه من أجل الداليات الخطية تتحقق المبرهنة (؟ ) في أي فضاء خطي منظم . 


7 أيمكن أن لاتكون هنا ./ مجموعة خطية (متنوعة خطية ) 


أ" أيمكن للطاب إثبات ذلك بسهولة إذا لاحظ أن > + نرع عد حيث أن 2 © بر و 1 لج وأن بر يد من 


أجل أي عنصر »د 17 : في حالة خاصة إذا كان + د £ قان بكم 





§ 3 . قضاء المؤثرات الخطية والمحدودة 
The Space of Linear Bounded Operators‏ 


وجدنا أن مجموعة جميع المؤثرات الخطية والمحدودة والمعرفة على 
الفضاءالخطي نفسه 5 والتي قيمها متوضعة قي الفضاء الخطي ,£ » تشكل قضاءَ 
خطها ( ,5 + ,© ) . بالإضافة إلى ذلك ؛ إذا فرضتا أن ,4 و ,4 فضاءان منظمان 
» فإنه يمكننا تعريف نظيم قي القضاء ( E,‏ += ,2 ) - 

في الحقيقة » من أجل المؤثر الخطي المحدود 4 الذي يطبق ,45 في ,£ كنا قد 

عرفنا في الفقرة الثانية نظيماً . بسهولة يمكن التأكد من أن ذلك النظيم يحقق جميع 
موضوعات النظيم . في الواقع 

د)ن إده| ييه -[4] > موفاكن 6-[4| 


( أيإن 0 - || سي» ) فإن 0 = |>4 | من أجل جميع × 
I<‏ 


التي من أجلها ١‏ > | +| وعندئذ واستتاداً إلى تجانس المؤثر 4 يكون 0 = ×1 
من أجل جميع العناصر ند . أي إن 0 -4 . 


4= ww lad = 12 | أده | مع‎ =4. 


2 
|4 +B| = sup [4r + Bx] < sup [Axr] + sup |x| = 
a م دم‎ 


l4l + lal 
. بذلك يكون فضاء المؤثرات الخطية المحدودة فضاءً خطياً منظماً‎ 
) في حالة خاصة ؛ عندما يكون ۸ = ,£ (#, - مجموعة الأعداد الحقيقية‎ 
فإنه يرمز للفضاء ( #, ج ,5 ) ب :6 ويسمى بالفضاء المرافق للقضاء ,۴ وهو‎ 
فضماء الداليات ( المؤثرات التي تأخذ قيماً عددية ) الخطية المحدودة و المعرفة على‎ 
- وسنستعرض هذا الفضاء بالتفصيل قي الفصل الرايع‎ 
إذا كان الفضاء ,£ تاما فإن فضاء المؤثرات الخطية‎  ) ١( مبرهنة‎ 





المحدودة يكون تامأ وبالتالي قهو قضاء من التمط 8 - 


في نفسها بالنظيم في فضاء المؤثرات الخطية المحدودة أي إن 0 + |4 - ,4 || 
عندما .77 تسعيان إلى © - عندئذ من أجل أي عنصر × يكون 
- جه n.m‏ :0 جه [ء] |.ه-ي4| ك اعيه ديهز 

الذلك فإنه من أجل كل عنصر مثبت © تكون متتالية العناصر | + ,4. ) متقاربة قي 
نفسها في الفضاء ,45 . ويما أن الفضاء ٤,‏ تام فإن ‏ × ,4 ] تتقارب إلى عنصر 
مئل ل د ٤,‏ . وهكذا فإن كل عنصر »د 2 ,5 يقابل 
يتعرف لدينا مؤثر 4 بالعلاقة >4 = ٠‏ - إن هذا المؤثر خطي 

1) A(x, + xs) = lim A(x, + 3, ) = lim A, x, + lim A,X: = 


بخصر ر < ,6 بلك 


= Ax, + AX 


2)4(ax) = lim A,ax =a lim A, x = ax 


ولنبين الآن أن 4. محدود . بالفرض 


]4,- 1] 000 RE 


ومنه نجد أن 

هد سيم , 0+ |[.4|- إيهز| 
أي إن المتتالية العددية | | ,4.||) متقاربة في تنفضها ٠‏ بالتالي فهي محدودة لذلك فإنه 

ت مثل 4 بحيث إن 
lal sK : VneN‏ 
من هذا ينتج أن 
اجا“ دامعه| 

من أجل جميع الأعداد : ٠‏ وبالتالي 

اذا ع ع اعهامن - |«4] 
أي إن 4 مؤثر محدود . وهذا يدوره يؤدي إلى أن المؤثر 4 مستمر. 


لنبرهن الآن على أن 4 هو نياية المتتانية ,4 يمفهوم التقارب بالنظيم في فضاء 





المؤثرات الخطية المحدودة . من أجل أي عدد # > 0 يوجد عدد مثل ر 
بحيث إن 

)3.3.1( م> إعه-ءع, »| 

من أجل جميع 7 > ,7 و م >0 وجميع العناصر :* والتي نظيمها 
| ]| < 1 . بالانتقال إلى النهاية عندما م -> 2 في المتراجحة (3.3.7) 
نجد أن 


> ك امه دده 
من أجل جميع 7 > 7 وجميع 7 التي نظيمها لا يتجاوز الواحد . ولهذا فإنه من 
أجل 7 ك م« يكون : 
a [<4 -4)x| se‏ [4-,4| 


وبالتالي فان 

im 4,‏ = 4 
بمفهوم التقارب بالنظيم في فضاء المؤثرات الخطية المحدودة وهذا ما يقبت أن 
(E+E,‏ تام 

نتيجة . إن الفضاء”£ المرافق للفضاء الخطي المنظم٤‏ هو فضاء باناخ . 
التقارب المنتظم و التقارب النقطي ( الضعيف ) لمتتاليات المؤثرات 
Uniform and Weak Convergence of Sequences of Operatores‏ 

إن دراسة متتاليات المؤثرات الخطية تلعب دورا هاما قي العديد من التطبيفات 
العملية . وهو ما سنعالجه الآن ۔ ستعتبر أن ٤,‏ و ,۳ فضاءان خطيان منظمان فوق 
تفس الحقل السلمي . 

تعريف )١(‏ . نسمي تقارب متتالية من المؤثرات الخطية و المحدودة 
بمفهوم النظيم في فضاء المؤثرات الخطية و المحدودة تقاربا منتظماً . 

اتبرر هذه التسمية على النحو الآتي : إذا كانت المتتالية | ,4 ) متقاربة إلى 
4 بمفهوم التقارب بالنظيم فإن ١‏ × ,4 تتقارب بانتظام إلى ( ×4 ) في كل كرة 
> |+| .قى الواقع » من أجل أي عدد معطى ‏ > 0 يوجد عدد مشل 77 





بحيت قدمن لمق جنيع الأعدد + ية يكرن: > [4- 4| 
وعندذ تجد آن 
مع مخ < ax | = |4, -4| |x|‏ - ,4| 


من أجل جميع النقاط × < ,١(‏ 5)9 . بالعكس . إذا كانت المتتالية ١‏ + ,4 ) 
متقارية بانتظام إلى ( ×4 ) على کرة ما ٣‏ > | ×| قإن ×4 ج × ,4 بائتظام 
في الكزة الواحنية ...كي الوقع »يما أن 


1 | 4x - 4| > = Vn>ny, xe 5(0.) 
r r 


3 A RO a 


|8 Vn>m : EeS(@.D 

وبالتالي فان 
م > [4(4ك-,ك )| 2 = 4-.4 

أيإن : 0ج |4- 4| . 
يعرف في قضاء المؤثرات الخطية شكل آخر للتقارب وهو التقارب النقطي . 

تعريف . نقول إن متتالية المؤثرات الخطية و المحدودة ١‏ ,,4. ) متقاربة 
نقطيا إلى المؤثر 4 ( في نفسها ) إذا كانت المتتالية | : ,4 ¦ متقاربة إلى 
(4,) من أجل كل نقطة مثيتة 6 ( في نفسها ) 
من الواضح ء أنه من التقارب المنتظم للمتتالية | ,4 ينتج التقارب النقطي إلا أن 
العكس غير صحيح ؛ كما يوضح ذلك المثال الآتي ٠‏ 
ليكن 4 فضاء هيلبرت ولتكن | . .برت , . . , ده ,ر١‏ قاعدة متعامدة - منظمة 
فيه وليكن ,4 مؤثر الإسقاط العمودي على الفضاء الجزئي ,۸ المولد بالعناصر 


, ,© 4. من أجل أي عنصر + د 47 يكون 


ع عون ماده روم = Ax‏ 
2 2 





بالتالي فإن / + ,4 بمغهوم التقارب النقطي . من ناحية ثانية ومن أجل رة < / 
ومن أجل آي عدد .م > 0 لدينا 

هذا اب | > | e = 4, e‏ 4| 
وبالقالي فإن المتتالية ! ,4 ¦ غير متقاربة بانتظام في الكرة الواحدية في القضاء 17 . 


مبرهنة (۲) : (باناخ - شتينهاوس ) 7 

إذا كانت متتالية المؤثرات الخطية و المحدودة | ,,4. ] متقاربة في نفسها قي 
كل نقطة “د من فضاء باناخ ,£ ٠‏ فإن متتالية ١‏ | ,4[) تكون محدودة . 
أي إنه يوجد عدد متل 84 >0 بحيث إن 

lalsM ; vVan= 3 

البرهان . لنفرض العكس . أي إن متتالية النظائم ! | ,4| ليست محدودة 
ولنجرهن على أنه في هذه الحالة تكون المجموعة ! |> ,4 | غير محدودة على أية 
كرة مغلقة 5 ك | ر×- || . أي لننا أمام الأمر الآتي : 
إذا كانت متتالية النظائم ١‏ | ,4| غير محدودة فإن المجموعة ١‏ |> ,4 ||| تكون 
غير محدودة على أية كرة مظقة م ك | ,- »إ| = (&.,»)5 . 

لنفرض الأن العكس أي إن المجموعة/ | ,4 | محدودة على كل كرة 
مغلقة (ء. ,»)5 . أي إنه يوجد عدد مثل © > 0 بحيث إن 

la,x| sc 

من أجل جميع الأعداد 7 ومهما يكن العنصر × د( ,١‏ ,»)5 . لنأخذ عنصراً 
ما 4 <,8 عندئذ يكون العتصر 


1 


من الكرة ( ,»)5 و بالتالي فإن 


„ رياشى بولوتى‎ ) 11. 1. 1887-25. 2. 1972) Steinhas H.D) 3 





أي إن متتالية النظائم محدودة وهذا تناقضر دعوانا من أنه إذا 
كانت متتالية النظائم ! | ,4| غي المجموعة / |> ,4| تكون 
غير محدودة على أية كرة 2 
لتكن الآن ( ,2 , مد ) و5 كرة مغلقة ما في الفضاء ,5 ولتفرض أن المتتالية 
/ | د ,4] /, غير محدودة على هذه الكرة . عندئذ يوجد عدد مثل ‏ 7 وعنصر مثل 
× د ( ,»)ر5 بحیث یکون 
Ax | =i‏ 
واستنادا إلى استمرارية المؤثر ,,4. تتحقق المتراجحة الأخيرة في كرة مغلقفة 


(:.) 5 محتواة في ( ,, ,ند) 3 . ويما أن المنتالية [ |]*,4.]) غير 





محدودة على الكرة (,5 , ,د ) ,5 فإنه يوجد عدد مشل .8 > ,ا وعنصر مثشّل 


(a4) 3 و‎ 


[4 *:| >2 


و تبعا لاستمرارية المؤثر ,,4. تتحقق المتراجحة الأخيرة في كرة مغلقفة 
(:2, وند) رك محتواة في (5, ,5)۸ وهكذا . . . . يمكننا اعتبار 0ه ,2 
عندما ٥١ ١‏ وعندئذ يوجد عنصر مثل + ينتمي إلى جميع الكرات 
( ,, ,)د ) ,5 ويكون في هذه النقطة 
© <| ,4| 
وهذا بدوره يناقض الفرض الرئيسي للمبرهنة من أن المتتالية /, '1.3, / متقاربة في 
نضسها من أجل كل عنصر × < ٤)‏ وهو ما يثيت مبرهنة باناخ - شيتنهاوس . 
ملاحظة . في صياغة مبرهنة باناخ - شتينهاوس يمكننا استبدال تقارب متتالية 
المؤثرات 1,4,1 في نفسها قي كل نقطة × د ,€ بمحدودية هذه المتتالية في كل نقطة 
من نقاط الفضاء . وقي هذه الحالة لا يتغير إثبات المبرهتة . 
مبرهنة (۴) . إذأ كان القضاءان ,5 . ٤,‏ تامين فإن فضاء المؤثرات 
الخطية المحدودة ( ,6 ج ,£ ) يكون تاما يمفيوم التقارب النقطي . 
[* ,4 ) متقاربة في نفسها من أجل كل عتصر كد د ,4 
فإن النهاية > ,4 11:0 موجودة لتضع 
y= lim A, x‏ 
بذلك يتعرف لدينا مؤثر 4 ( × 4 ) معرف على ,£ ويأخذ قيمة في ,42 
وكما سبق في المبرهتة )١(‏ يمكن التأكد من أن هذا المؤثر خطي ٠‏ واستناداً 
إلىمبرهنة باناخ - شتيتهاوس يكون هذا المؤثر محدوداً . في الواقع لدينا : 


y= Ax = lim A,X 


l4.) ml *| =1.2,‏ 
فإنه بالانتقال إلى النهاية عندما ١‏ #2 تجد 





اء| دك اعد 
و د 
هكذا » قإنه توجد نهاية لكل متتالية » من المؤثرات الخطية المحدودة » متقاربة في 
أي إن قضاء المؤثرات الخطية و 


مبرهنة (4) . الشرط اللازم والكافي كي تتقارب متتالية المؤثرات [ ,4 ] 
إلى المؤثر ,4 نقطياً هو أن : 

. تكون المتتالية | |4| |محدودة‎ )١ 

۲) تتقارب 4,٠١‏ إلى 40۲ من أجل أي عنصر × من مجموعة ما ۸ + 
التراكيب الخطية لعناصرها كثيفة في كل مكان في , 

البرهان . إن لزوم الشرط الأول ما هو إلا مبرهئة بائاخ - شتينهاوس المثبتة 
أعلاه وأما لزوم الشرط الثاني فهو بديهي . لنبرهن كفاية هذين الشرطين ٠‏ 
النفرض أن + |4[ M= sup‏ 


وأن ( ) 1 الغطاء الخطي للمجموعة ۸ . استتادا إلى خطية المؤثرات ,1 
والشرط الثاني فإن ,4+ ×,4 من أجل أي عتصر ×< ( 1)۸ . لنأخذ 


الآن عنصرا ج من الفضاء ,£ وغير منتم إلى )X(‏ 1 ء وعندئذ من أجل أي عدد 
معطى © > 0 يوجد عنصر مثل < ( 1)٩‏ وبحيث إن + جك > |ند- ك | 


مهديك | + إدرك ديك | + [عراء-ة .4 | > [ة,ه -: ,4 | 


> |4 - 4, <| + (lalla I)I =€] <| 4,x-4, | + & 


وبما أن + ,4 خد 4,۲ فإنه يوجد عدد مثل 7 بحيث يكون * 
4x -4* | >‏ | 
ک ‏ يكون 





5 4- المؤثرات المعاكسة 

Inverse Operators 
تعاريف . كنا قد تعرقنا لمفهوم مقلوب مؤثرء كما أشرنا إلى أهمية هذا‎ 
وسنرى أن هذا المفهوم مرتيط بمسألة وجود ووحدانية الحل للمعادلة‎ ٠ المفهوم‎ 

المؤثرية من الشكل : 

Ax=y (3.4.1)‏ 
حيث إن ۱ E‏ ×« فهو عنصر مجهول من 
3 ) تتسب جمل المعادلات 
الجبرية الخطية والمعادلات التفاضلية الخطية وكذلك المعادلات التكاملية الخطية 
وغيرها قمن الواضح أن إيجاد المؤثر المقلوب (المعاكس ) لمؤثر معلوم هو أمر بالغ 


الأهمية . 
هكذا لنستعرض المعادلة (1. 4. 3 ) ٠‏ ولتفرض أن للمؤثر 4 مقلوب 1 . لنضع : 


وبتعويض هذه القيمة في ( 3.4.1 
أي إن ر = « وبالتالي فان : 


حل للمعادلة (3.4.1) . 

لنفرض وجود حل آخر ,1 للمعادلة (3-4.1) : 
Ax=y‏ 

بتطبيق المؤثر 4 على طرفي هذه المساواة تجد + 


وبالثالي فإن الحل ار 4 = ×+ و 
إذا كان © مقلوباً يمينياً للمؤثر 4 فإه بسهولة نجد أن : 
للمعادلة (/.3.4) إلا أن مسألة وحدا 





× 4 قإنه بتطبيق المؤثر 8 على طرفي هذه العلاقة تجد هر 8- أي 

إن الحل وحيد ٠‏ إلا أن مسألة وجود الحل تيقى مفتوحة . إن التحليل لما استعرض تاه 
ايبين أن مقلوب المؤثر( ثنائي الإتجاه أو المققوب اليساري أو المقلسوب اليميني) 
لايطبق على أي عنصر ‏ 3 2 وإنما ققط على العناصر من الشكل :د 4 أي على 
صورعناصر القضاء £ إن مجموعة هذه الصور تشكل متنوعة خطية ( جزء من 
لو و رسي ار كله 

اليكن الفضاءان الخطيان ٠‏ وليكن 4. مؤثرا يطبق ,2/ على ,22 . 
وجد مؤثر ' 4 معرف على ,6 ويأخذ قيمه في ,15 ويحيث يكون 
Ax = x (3.4.2)‏ 
من أجل أي عنصر را د ,£ وكان 
A4" (3.4.2)‏ 
من أجل أي عنصر ر د ,£ فإن ليا من المؤثرين 4 و 47 يمسمى مقلوباً للمؤثر 
الآخر . من هذا التعريف ينتج يشكل خاص إٍ 

(a) =4 

أما إذا حقق المؤثر ”4. واحداً من الشرطين السايقين فإنه يسمى مقلوباً يسارياً (يمينيً) 
على الترتيب للمؤثر 4 . 

بسهولة يمكن التأكد من أن مقلوب المؤثر الخطي هو مؤثر خطي أيضاً .في 
الحقيقة ٠‏ ليكن : 

x =A" (yı + x: A4" ور‎ 
4 استناداً إلى جمعية المؤثر‎ 
Ax =A44" (yı + A4" yı -44" y= 
a ar Yr 


4" 0=0 


و4 + "4 = (ور+ )1 
وبالتالي فإن 47 جمعي بالمثل تماما يبرهن على أن 4 متجانس . في خلاف ذلك 





فإته من استمرار المؤثر 4 بالتسبة لتويولوجيا ما 
المؤثر المقلوب بالتسبة لتلك التوبولوجيا أو غيرها . يكلام آخر إن مقلوب مؤثر خطي 
ومحدود يمكن أن لا يكون خطيا ومحدوداً . 

Theorems of Ihe Inverse Opera1or . ja هقل‎ J> هبر هنات‎ 

سنستعرض عددا من المبرهنات التي تعطيتا الشروط الكاقية لوج ود المقلوب 
المؤثر خطي ومحدود . لنلاحظ أولا أنه إذا كان 4 مؤثرا خطياً ومحدوداً من ٤,‏ على 
ب وغامرا ومتباينا فإن المؤثر المقلوب 4 يكون موجودا » كما أنه يكون خطياً . 
في الحقيقة ‏ من أجل أي عنصر ٠ر‏ < ,6 توجد صورة عكسية وحيدة × 8,3 . 
وبمقابلة كل عنصر ١‏ 3 ,5 بصورته العكسية  :‏ ,:/ نحصل على مؤثر 7 
والذي بمفهوم تعريفه يحقق الشرط (2 . 4 . 3) ومن هذا الشرط تنتج خطية المؤثر 
ا 

مبرهنة )١(‏ . ليكن 4 مؤثراً خطياً من الفضاء الخطي المنظم ,£ على 
الفضاء الخطي المنظم ,£ ٠‏ ومحققاً للشرط : 
axl >l xl m >0 (3.4.3)‏ 
من أجل كل علصر "د 3 ,45 وحيث 77 ثابت ما . عندئذ يكون ۸ موجوداً وخطیاً 
ومحدوداً . 

البرهان . من الشرط (3 . 4 . 3) ينتج أن المؤثر 4 يطبق ,5 على ,£ كما 
أنه غامر و متباین › و إذاكان لر = ر×4 و ره و4 فان 

mlx -x, | < [4 (x< | > 0 

وبالتالي فإن .د > 7 ولذلك قإن المؤثر ‏ 4 موجود وهو كما ذكرنا أعلاه » خطي 
. أما كونه محدودا فإنه ينتج مباشرة من العلاقة (3 . 4 , 3) : 


1 1 1 / 
ا | = A'| <s‏ 
ادا =| |> |45 
وذلك من أجل أي عنصر ”ر د ,£ . وهو المطلوب . 
ملاحظة . إن الشرط ( 3 . 4 . 3 ) هوشرط لازم أيضاً لوجود المقلوب 4 . 


في الواقع » لنفرض أن 4, موجود و أنه خطي و محدود على ( ,5 4 ) ء ذلك 





مرار 











وجود ثابت مثل 114 > 0 يحيث إنه من أجل أي عنصر ند 3 ,5 يكون 
إعمزا ده |4240| 
أو أن 
اعدا ”ع Ix]‏ 
تفرش لن ل = 1 فنجد أن 
<s l4l‏ امام 
ليكن 8 , 4 مؤثرين خطبين محدودين يطبق كل منهما الفضاء الخطي المنظم 
4 في نفسهاء عندئة يكون جداء المؤثرين 8 4 معرقا ولنثبت أن 
)3.4.4( || |4ا > إهدا 
من لول آي عنصر + د £ + فیا 
lal < lal lal < lal lal =|‏ 
وهذا بدوره يؤدي إلى العلاقة (4 .4 .3) . 
لنفرض الآن أن المؤثرات ,4 . 4 . ,8 . 8 تنتمي ل ( +E‏ 2 ) وأن اده ,4 
و 8 + ,8 بمفهوم التقارب المنتظم ‏ عنئذ يكون : ۸48 ج ,8 ,4 .في الواقع 
إن 
|4.8.-4,B| + [|4,B-4B | <‏ 
4-41 |21[ + ه- .14.118 
إن المتتالية !| ,4| هي متتالية عددية متقاربة وبالتالي فهي محدودة كما أن 
and [B, -B| +0‏ 0>¬— |4- ,4| 








۸ 


|4, B, -48 | 


۸ 


لذلك فان 
0ج -A4B|]‏ ,48| 
وهو المطلوب . 
ميرهنة )١(‏ . ليكن 4 مؤثراً خطياً ومحدداً ويطبق القضاء الخطي 
المنظم التام 6 قي نضه ٠‏ وليكن 7> 4 > | 4[ عندئذ يوجد للمؤثر ( 4+ 1) 
مقلوب خطي ومحدود - 





البرهان . لنستعرض ٠‏ قي قضاء المؤثرات المعرقة على £ والتي تأ 
قيمها في القضاء تقسه » السلسلة 
I-AA 4+ ...+ CDA" + (3.4.5‏ 
يما أن ٠41‏ > | 
وبالمئل كذلك 
E‏ 


فإنه من أجل اله امي الجزئية ,5 للسلسة (5 .4 .3 ) يكون لدينا 


>| 4 "رس +..۔ + 
|4j” <‏ + 
0ه" 

عندما -> © وم > 0 . وبالتالي قا 
( 4.5 .3 ) متقاربة في نفسها ٠‏ وبما أن فضاء المؤثرات الخطية تام فإن المتتالية 
اتتقارب إلى نهاية ما ٠‏ وبالتالي فإن السلسلة ( 5 . 4 3 ) متقاربة . لنفرض أن 5. هو 
مجموع السلسلة (3.4.5) 
الدينا : 


S(1+A4) = lim S, (1+4) = 


كسم اي ا ج ا + lim (l+A+A‏ = 
اعد( lim (1-A4""‏ = 
اي إن : )1+4( = 
بسهولة نری أن 5 مؤثر خطي » وبما أن 
A 2‏ 
عل < s| s> l4l‏ 
1-8 2 1 ا Isl‏ 
بذلك نجد أن المؤثر 7( 4+ / ) خطي ومحدود . وهو المطلوب ٠‏ 
- ليكن للمؤثر 4 : ( ,اب |2 ) ع 4 مقلوب "ل > 





وليكن المؤثر 4. ك بحيث إن 
44l < [4F‏ 
عندئذ يوجد للمؤثر 44 + 4. - 8 مقلوب “8 - وإضافة إل 
AA NF‏ 
)3.4.6( |47 ا | 
a41‏ | أ 

في الحقيقة ‏ إز 

A+A4A4 =4 (1+ 4144)‏ 
وبما أن ١‏ > | 4 4 "4| فإنه للمؤثر (4 4 "4 + /) يوجد مقظوب » استتاداً 
اللمبرهنة (؟ ) ء وهذا المقلوب يعطى بمجموع السلسلة 

(+A AA)' = > (- 4'44) 


ومن الواضح عندئنذ أن المؤثر "4 '(14 "4 + 7) هو مقلوب المؤثر 
4 + 4 =(44 41 + 4)7 وبالتالي فإن 
[(ı+a"aa)'-1| <“‏ |" 


_ _4 4| 
` faa 


وهو المطلوب . 
مثال . لنستعرض المؤثر التكاملي : 


(3.4.7) ع4 (؟)(5. )6 | -(0)ع = Ax‏ 


ذا الفواة المستمرة (؟ ,/) 6 ء والذي يطبق الفضاء [/ ,0 ] © في نفسه 
ولتكن ( 5 ./ )ب انواة متحلة قريبة من النواة  (‏ . / ) 6 وليكن م4. المؤثر 





التكاملي الموافق للتواة (5./) ,2 + 


Ax = x (1) — f Ka(t.s) x(s)as (3.4.8) 


المعا 
x =y (3‏ 
Ax = I:‏ 


@ = max | K(1.s) x, (1.8) | 

إذا كان ,۸4 - 4 = 44 قإننا بسهولة نجد أن ت ك || 44 | . 
من المعلوم ٠‏ في أبحاث المعادلات التكاملية أن حل المعادلة ( 8 .4 . 3 ) ذات النواة 
المنحلة يؤول إلى حل جملة معادلات خطية لنفرض أن لتلك الجملة حل 
ولنكتبه على الشكل 

x (1) = RY 
حيث / مؤثر معرف بالمصقفوقة ( / ,7 ) مقلوب مصفوفة الجملة الجبرية المشار إليها‎ 
هو نظيم المؤثر ۸ . عندئة وا؛‎ ٣ أعلاه ؛ ولنفرض أن‎ 

1 
فإنه استناداً إلى المبرهنة (؟ ) يوجد للمعادلة التكاملية  7(‏ 4 
المنحلة حل » وإذا كان ذلك الحل هو (/ ) 6د فإنه يكون 

@ 


|x) -x(0 | =“ 7 
1-or 


بالعكس . إذا علمنا بأن المعادلة ( 7 . 4 . 3 ) قايلة للحل » قإته يمكتنا استخدام 
المبرهئة (؟ ) لإثبات وجود حل للمعادلة النواة المنحلة وكذلك تقدير 
الخطأ المرتكب في الحل التقريبي . 


قبل أن نأتي إلى إثبات مبرهنة لقة يمقلوب مؤثر سنستعرض التوطئة 


توطنة ١(‏ ) . ليكن 4 مؤثرا خطيا بالضرورة أن يكون محدوداً ) 





يطبق فضاء باناخ ,5 في فضاء ياناخ ,45 - لترمز ي ,2 لمجموعة جميع 
العتاصر د 5:2 والتي من أجلها 
EE‏ 
عندئذ يكون 
E, = Û E,‏ 

وتكون واحدة من المجموعات ,2 على الأقل كثيفة قي كل مكان في ,:/ 

البرهان . لنلاحظ » أولا » أن كل مجموعة من المجموعات ,4 ليست 
خالية . وذلك لأنه » على سبيل المثال 0 د ,£ من أجل كل عدد ” ء وبالإضافة إلى 
ذلك فإن كل عنصر :د و0 < × ينتمي إلى مجموعة واحدة من المجموعات ٤,‏ 
ابغية التحقق من ذلك يكقي أن نأخذ يمثابة العدد ‏ أصغر عدد صحيح يزيد عن 


احما ٠‏ ولذلك يمكننا أن نكتب 


]جا 

E, = 5‏ 
وبما أن الفضاء ,6 تام فإنه لايمكن أن يكون اجتماعا عدودا ( قابلا للعد ) 
لمجموعات غيركثيقة في أي مكان ( انظر المبرهنة (؟ ) من الفقرة 5 من الفصل 
الأول ) وبالتالي فإن واحدة من المجموعات ,£ ( تكون كثيفة في كل مكان في ,2 ). 
بالتالي توجد كرة ( ” . ,د ) 5 تكون فيها ,6 [) (” , :د) 55 كثيفة في كل 
مكان 


لنستعرض الكرة ( ,7, ,:د) 5: الواقعة كلياً داخل (. د ) 5 والتي من أجلها 
١, 2‏ ولنأخذ أي عنصر + نظيمه يساوي ,0 : :7 = | || عندئذ ينتمي 
العنصر ( ++ ,ند ) إلى (:7, »)5 وذلك لأن 

اع-ء+نا 
بما أن ( إ۶ , »)5 د »6 فإنه توجد متتالية من العناصر مثل ب من 
ب () (+ , ,)5 وبحيث إن ++ ردي يت عندما 4ه 2 ( هذه المتتالية 





يمكن أن تكون توقفية إذا كان ( + ,د) < ,2 ) وبالتالي يكون لدينا 
داه x = 2 x‏ 
وققاً لذلك يمكتنا أن تعتبر أن 
الداء 5 
وذلك لأن ده ,د و ,+ = | ×| وبالإضافة إلى ذلك فلن ,7 ك | ,×| بما أن ج 
و ,"د تنتمي إلى ٤‏ فان 
ك || + احه] > إعه- 


]4 


l4 


= |4 
sm (lal +l) 


وبالقالي قان 
+x + xl < ll +l <r +l‏ 1= 
ولذلك فإن 


AED ||‏ < )|2( .ىه اهنا 


ليكن ‏ أصغر عدد صحيح يزيد عن 


ALE Ab) 


عندلذ يكون 
اساء د اهما 
ومنه ينتج أن جميع × < ,۴ . 
هكذا ٠‏ فإن أي عنصر ‏ ونظيمه يساوي ۲ يمكن تقرييه بعناصر هن ر٤‏ ۰ 
لتفرض الآن أن عتصر ما من ٤,‏ » ولتستعرض العنصر 





7 


| مكل > وير كل = ٣هر‏ 
r 7‏ 


ومن هذا ينتج أن +1 2 ,6 . وهكذا فإن ,5 كثيفة قي كل مكان في ,2 . 
مبرهنة (4) (ياناخ ) . ليكن 4 مؤثرا خطيا ومحدوداً ومعرفا على فضاء 
باناخ +2 ويطبقه على قضاء باناخ ,5 (غامرا و متبايتا ) » عندئذ يوجد مؤثر خطي 
ومحدود ”4 مقلوب للمؤثر 4 ويطبق ,85 على E,‏ . 
البرهان . لإثبات المبرهنة يلزمنا فقط إتبات أن ” 4 مؤثر محدود . استناداً 
ة أعلاه يمكننا تمثيل ,£ على الشكل 
ÛU‏ - 
حيث ١‏ مجموعة العناصر ار د ,£ والتي من أجلها 
J4» | < «lel‏ 
وحيث إن واحدة على الأقل من المجموعات ۲ كثيفة في كل مكان في ٤,‏ . 
ولنفرض أن هذه المجموعة هي ,¥ . 
لنأخ عنصرا ما “د ,6 ٠‏ ولنفرض أن / > ||| . عندئد نجد عنصراً 
مثل اراد ,3 وبحيث إن 
انا >ك اس دا 
(هذا الأمر يمكن تحقيقه وذلك لأن ,/( )١[‏ (/ , 0)؟ كثيقة في ( /,0) 5 و 
'رة (/,0) 5 ) ومن ثم نجد عتصرا مثل وز 3,3 وبحيث إن 
ررك رركن 
بالامتمزار على .هذا النخو ديد عنصراً متل ور .3 ۷۸ اویحیٹ إن 


y-y, +: + ..+90| > 2 








xl < 





إن المتتلية .| ,5 ) حيث + 





ما د د ,م وذلك لأن 











Av = lim Xv =»‏ سند ع | 4= 1x‏ 
Ff‏ - 1 1 
ومنه نجد 
o‏ 
< اماه | دع إس - اما-]4| 
اد د ايه ع كد اع 











وبما أن 1 عنصر كيفي من ,2 ء فإن محدودية المؤثر 4 قد أثبتت . 







تقارب عندما © 2ه + إلى نهاية 


كنا قد ذكرنا أنه من الممكن أن يكون مقلوب مؤثر خطي ومحدود مؤثرا خطياً » 
إلا أنه غير معرف على كل الفضاء ,£ » وإنما على متتوعة خطية : كما أنه غير 
محدود على تلك المتنوعة الخطية ٠‏ وبالمثل فإنه من الممكن أن يكون مقلوب مؤثر 
خطي غير محدود ومعرف على متنوعة خطية كثيفة قي كل مكان في ,6 مؤثرأخطياً 







ومحدودا ومعرفاً على , . سنورد مثالين يسيطين دون الخوض في التفاصيل والتي 


تخرج عن إطار هذا الكتاب 






مثال ٠. )١(‏ ليكن [/ .0 ]©  -‏ وليكن المؤتر 4 معرفاً بالعلاقة 
Ax = f x(rJar‏ 


عندئذ يكون المؤثر 4م خطياً ومحدودا ء إلا أن المؤثر 


يه 
dı‏ 


خطي وغير ومحدود ومعرف على المتتوعة الخطية المشكلة من التوابع القابلة 
والتي مشتقاتها مستمرة و التي من أجلها 0 > (0 ١)‏ 
مثال (؟) . ليكن [1 , 0 ] € - £ وليكن المؤثر 4 معرفاً بالعلاقة 


3 dr 
Ax= — { p(1)— |} + q(t) x 
SA 8 


إن هذا المؤثر هو مؤثر شتورم - ليوشيل وهو غير محدود ومعرف على المتنوعة 
الخطية المشكلة من التوابع القابلة للاشتقاق من المرتبة الثانية والتي مشتقها الشاني 
مستمر والمحققة للشروط 
60> 280-87 
إن مقلوب هذا المؤثر هو المؤثر 
f G(r) (r) dr‏ د بردم 


حيث إن (7 ,/ ) © هو تابع غرين ١‏ وهذا المؤثر خطي ومحدود ومعرف على 
الفضاء [/ .0 ] € بأكمله 

Operators Depending on a Parameter . hg المؤثرات المتعلقة‎ 

غالبا » وقي كثير من المواضيع الرياضية ٠‏ تواجهئا معادلات من الشكل 
A x-A« =y (3.4.9)‏ 
أو 

(A-A) x =» 

حيث 4 مؤثر خطي و . وسيط ما . إلى جاثب (9 .4 .3 ) تدرس المعادلة 
Ax -Ax = 0 (3.4.10)‏ 
أو : 0= (A4-Al) x‏ 





والتي تسمى بالمعادلة المتجائسة الموافقة للمعادلة (9 . 4 . 3) 
( 10 4 3 ) يوجد بشكل داثم حل هو 0 = × ويسمى هذا الحل بالحل التافه - 
لنفرض أنه من أجل قيمة مال 4 يوجد للمؤثر ( / - 4 ) مقلوب 
7( ل - 4 ) -1ث# . يسمى المؤثر م بالمؤثر الحال (المفهك) 
Resolve operator)‏ ) للمعادلة ( 9 .4 , 3 ) ؛ عندئد من أجل تلك القيمة ل 2 
يوجد للمعادلة (9 4 . 3 ) ومن أجل أي عنصر "حل وحيد 
x = Ray‏ 

وقي هذه الحالة تقبل المعادلة ( 10 .4 . 3 ) حلا لها فقط الحل التافه 0= × . تسمى 
تلك القيم ل والتي من أجلها يوجد حل وحيد للمعادلة ( 9 .4 , 3 ) من أجل أي 
عتصر ١ر‏ ومن أجلها أيضا يكون :/ مؤثراً محدوداً بالقيم النظامية للمعادلة 
(9 .4 .3 ) أو للمؤثر 4 . و إذا وجد للمعادلة (10 .4 .3 ) من أجل قيمة معطاة 
هل غير الحل التافه ؛ فإن تلك القيمة ل ۸ تسمى بقيمة خاصة ( أو بعدد مميز ) 
للمهادلة ( 9 .4 . 3 ) أو للمؤثر 4 ويسمى الحل غير التافه حلا خاصا أو شعاعاً 
خاصها للمعادلة ( 9 .4 . 3 ) أو للمؤثر 4 موافقا للقيمة الخاصة 2 . 
إذا كانت قيمة خاصة للمؤثر 4 وكان للمعادلة ( 9 .4 . 3 ) حل من أجل “ما فإن 
.ذلك الحل لن يكون وحيدا ٠‏ وذلك لأنه إذا كان ,ند حلا للمعادلة ( 9 .4 . 3 ) 

Axo- Axa =y 
: 4 وكان © عنصراً خاصاً للمؤثر 4. موافقاً لتلك القيمة ل‎ 

0ع مي - عل 
قان 

4(xo+ e) A(x te) = y 

أي إن (» + م ) حل للمعادلة ( 9 .4 .3) . 
تسمى مجموعة جميع القيم ‏ غير النظامية يطيف المؤثر 4. . في حالة خاصة تنتمي 
جميع القيم الخاصة إلى الطيف ‏ من المبرهنتين (؟) و( ©) من هذه الفقرة ينتج أن 


إذا كانت بحيث إن 4>7 - | 4. | اء فإنه للمؤثر / 2 - 4. يوجد مقلوب 


1 
ا 





وأنه إذا كانت 4 قيمة نظامد 
"| “دف ]| > إمدا 
تكون أيضاً قيمة نظامية 
وها وڪي أن لوت مغاق. . 
مثال . لنستعرض قي القضاء [1 , 0 ] € المعادلة التكاملية 


=y() + û j Ks) x(sS)ds (3.4.10‏ )ع 


حيث (5 ,۲) ۸ تابع مستمر في المربع | ک ۲,5 ك 0 . لنضع =١‏ 


هذه المعادلة على شكل المعادلة المؤثرية المعروضة أعلاه 
1 
(ارم د قاحس دو كه اخ j Ks)‏ 


Ax = ڼ‎ ks) x(s) ds 
Ax — px = py 


)=2(1+A 4+ 





1 1 
-تك (م)د وعم | تور [KR (s3‏ ملع هعد 7 


ولذلك قإن حل المعادلة ( 11 .4 . 3 ) يكون 


)8 لاد 


E 


7 1 
عارص عل )رد‎ d+ F K (t,5) هار‎ 4+ 


بذلك نحصل على الحل نقسه المعروف قي تظرية المعادلات التكاملية » وعلى وجه 
الدقة 


ds‏ عار ,ك8 [ 2 + زمر - (0)ع 


حيث (ا'ر, ‏ , / ) # مفكك النواة ( /٠/مكع/‏ ) (1/,5 )6 (أو المؤثر الحال 
للنواة) : 

R(t.s.A)=K(t.s) + AK, (t,s)+ PK(t.s)+ 
في نظرية المعادلات‎ ۸ )۲.  . 2 ( إن المعادلات المستنتجة من أجل المؤثر المفكك‎ 
التكاملية هي في الواقع الشروط كي يكون ,۸ مقلوباً يمينياً و يسارياً‎ 


للمؤثر ( ل - 4) 


5 - المؤثرات المغلقة و نظرية البيان المغئق 
Closed Operatos and Closed Graph Theorem‏ 

من المؤكد أن المتحني البياني لتابع لمتحول حقيقي ( × )/ هو الأكثر شير 
إنه تماما شكل في المستوي » يمثل مجموعة الأزواج المرتبة (()/ ).٠,‏ حيث إن 
٣‏ تمسح جميع نقاط ساحة تعريف التايع /, ٠‏ ويمكننا القول إن المنحني البياني للتابع / 
هو مجموعة الأزواج المرتية المنسوبة للتابع . على أية حال ٠‏ إننا نريد هنا تعميم 
مفهوم المنحني البياني لتايع لمتحول حقيقي ‏ لتكن ۸ و [ مجموعتين ماء وليكن 4 
تطبيقاً من مجموعة جزئية 2 د إلى المجموعة [ . سمى مجموعة الأزواج 





المرتية 
Gr (4 = [ (x.4(0) | xe D }‏ 
ببيان التطبيق 4. ( /م70© ) - إن وح a‏ 
من + و [ فضاءً خطيا منظما و 4 مؤثرا خطيا و 2 متتوعة خطية من ¥ . وجدنا 
أن المجموع المباشر لفضاءين خطيين 1 وا يكون فضاءً خطياً إذا عرفنا فيه عملية 
جمع للعناصر وضرب بمقدار سلمي على النحو الآتي 
x) = (x +, +)‏ 


۲ . وكنا قد رمزنا للفضاء الناتج ب 


يسهولة يمكن التأكد من أنه إذا كان المؤثر 4. خطياً فإن ( /, ) 067 تكون 
متنوعة خطية و بالعكس . أي إن الشرط اللازم والكافي كي يكون المؤثر 4 خطياً هو 
أن تكور E‏ ده 
وبفرض أن ۸ و۷ فضاء‌ان خطيان منظمان ٠‏ فإنه يمكن تعريف نظيم في '( © ار 
بإحدى العلاقات الآتية 


le = leh‏ مص 
دم |e» = (Ill +l}‏ © 
(أدا ادلاسم - |e.‏ مه 


03.5.1) 


ويمكن البرهان على أن هذه النظائم مت 
a a ERS ELS‏ © ل يكون قضاء 
باناخ أيضاً. في الواقع لتكن إ ,= ) متتالية أساسية في ۲ ® × 
» عندتذ من أجل كل عدد موجب 5 يوجد عدد ‏ ۷ بحيث 

إنه : ( سنستخدم العلاقة الأولى من ( / .5 . 3 )) 
[<é ; (n.m>N) G-52)‏ ا+اه-ذ اح اءة-دا 


وبالتالي فإن ,إو إ٠‏ متتاليتان أساسيتان في + و ١‏ على الترتيب . وبالتالي فهما 





متقار ب ن إلى “دو رمثلا ( ×+ ,كد , ارح پر) لنضع ( لر 
يؤدي إلى أن 2< ,2 وذلك لأنه بالانتقال إلى النهلية في (2 . 5 . 3) عندماهم م مه 


=z =| x.» |+| 

وبما أن [,2) متتالية أساسية ما فان ۷  @‏ تام . 
ليكن ۸ و ١‏ قضاعين خطيين متظمين و 0 متتوعة خطية من ۸ وليكن ۸4 مؤثراً 
خطيا ¥+ (4) 4:02 

تعريف )١(‏ . نقول إن المؤثر 4 مغلق إذا كانت المتتالية (,: 4 (من أجل 
كل متتالية ٠,‏ من نقاط ( 4 ) (1 متقاربة إلى > د ) متقاربة قي ۷ إلى “زد 7 
( + ,4 ) وإذا تحقق الشرطان 

. بدك > بر‎ gy xeD(4) 
كدافع لاستخدام كلمة مغلق في وصف المؤثر 4 سنبين أن المؤثر الخطي 4 يكون‎ 
مغلقا إذا وفقط إذا كان بيانه ( 4 )6 فضاء جزئياً في ۲ @ × لنفرض أن المؤثر‎ 
مغلق . بما أن 4 خطي فإن ( ۸4 )67 متنوعة خطية في [ © 1 ولتبرهن على‎ 4 
. 67) 4 ( أنها هن على أن كل نقطة تجمع ل ( 1 )67 هي نقطة من‎ 
التكن (ر.) نقطة تجمع ل( 67.4 ؛ عنئذ توجد متتالية ( ,4( من‎ 
إن ذلك يعني أن‎ ٠ 2 )4 (< متقاربة إلى (د.:) وبحيث إن‎ 6)4 ( 
| هدم : مي[ لما لوه .نه‎ 

وبما أن 


| (4a) -(e.) | = | (3, =x. 4x, ~5) ۱ 


ممم : 0جل ر |+| |x,»‏ 


فإن ذلك يقتضي 


وا : اعد عرد 
وبما أن 4 مغلق فإن ده ( 4.) 2 و أن ٠ر‏ = ×4 ويالتالي فإن 
(x.») = (x,Ax ) € Gr(4)‏ 





أي إن (67):4 مغلق 
بالعكس . لنفرض أن ( 4 )267 مغلقٍ 
n‏ م (4)هع ره . د عرد 
وج ود 4 


بالتالي يكون علينا أن تبرهن على أن + < ( 4. ) 2 وأن * ,> 2 . إن الفرض 


يؤدي إلى أن 


4x) > (xy) é GA 


وبما أن (67)4 > (7).4© فإن (67)4 > (ر , :«) واستناداً لتعريف 
المجموعة( 4 )67 نجد أن 
xe D(4) ٤ Y=Ax‏ 
وبالتالي فإن 4 مغلق . 
هكذا نكون قد أثبتنا المبرهنة الآتية 
مبرهنة )١(‏ . الشرط اللازم والكاقي كي يكون المؤثر 4 مغلقاً هو أن 
يكون بيانه ( 4 671 مغلقا . 
مثال (مؤثر مغلق إلا أنه غير محدود ) . ليكن [1 ,0 ] ° =۲ = × 
ولتكن 2 مجموعة التوابع القابلة للاشتقاق والتي مشتقاتها مستمرة 
( 0 5 [1 ,0 ]€ )ولیکن 4 مؤثر وجدنا أن المؤثر 4, خطي إلا أنه 
غير محدود ولنبرهن على أنه مغلق . 
لتكن ! ,,: | متتالية من 7 ومتقاربة إلى “د وأن وغ ,تدك بما أن "و ۸4 
فإنهائعني أن ر + ,+ واستناداً إلى نظرية التوابع نجد أن متتالية المشتقات لمتتالية 
معلومة هي متتانية متقاربة بائتظام أيضا ( التقارب في [ 1 ,0 ] € تقارب منتظم ) 
وبالتالي فإن مشتق النهاية موجود ويساوي نهاية متتالية المشتقات أي إن 
جر > رهد xe D(A) and‏ 
حقيقة أن“ تابع مستمر تنتج من أنه نهاية لمتتالية من التوابع المستمرة . متقارية 
بانتظام وهذا بدوره تماماً يعني أن 4 مؤثر مغلق ٠‏ 
النبحث متى يكون المؤثر المحدود مغلقاً ؟ من الواضح أنه إذا كان 4ه مؤثراً 


خطياً ومحدوداً وبحيث إن 





« مدع 
و إذا كانت ( 4) 7 فضاءَ جزئيا من + وكانت | ,ند | من (4) (/ متقارية إلى 2 
وبحيث إن 1 متقاربة إلى ' 
Ax sy‏ 
فإن × نهاية المتتالية ١‏ ,6 ) تنتمي إلى ( 4) 2 ( ( 4 ) 2 مغلقة ) ء وتبعا لاستمرار 
المؤثر 4 فإن × 4 ج ,× 4 وهذا يؤدي إلى أن 4 مغلق . بذلك نكون قد أا 
المبرهنة الآتية : 
مبرهنة (؟ ) . إذا كان 4 مؤثراً خطياً ومحدوداً 
A4:D(A)4Y‏ 
وكانت ( 4 ) 7 قضاء جزئياً في × فإن 4 مغلق 
نتيجة . إذا كان 4 مؤثراً خطياً بحيث إن 
A:X4Y‏ 
وكان 4. مستمرا فإنه يكون مغلقا . 
مبرهنة (5 ) - إذا كان 4 مؤثراً خطياً ومغلقاً ٠.‏ 3ه ( 4 ) 7 : 4 وكان 
مقلوبه 47 موجوداً فإنه يكون مغلقاً . 
البرهان . بما أن المؤثر 4. مغلق ٠‏ قإن بيانه ( 4, ) 07 مغلق 
( المبرهنة ١(‏ )) : 
زه معء إزعم.ء) | )سن 


يفرض أن ( 4, ) ۸ هي مجموعة قيم المؤثر 4: نجد أنه من أجل كل عنصر 
'ر 2( ۸)۷ يوجدعنصر وحيد * 2).4(3 وبحيث إن * 4. - /ز أو 
ار 47 > "دا وذلك نتيجة وجود المؤثر 4 . وفقاً لذلك يمكننا كتابة بيان المؤثر 4د 
الشكل : 

GA = (av lreR (} (3 
لنستعرض الآن التطبيق‎ 


XOY 4 YOOX 


(es) > (r) 





من الواضح أن هذا التطبيق ايزومتري » ويما أن التطبيق الأيزومتري ينقل 
المجموعات المغلقة إلى مجموعات مغلقة » فإن صورة المجموعة المغلقة 
(2 . 5 . 3 ) بواسطة ذلك التطبيق تكون المجموعة المغلقة 

ay) re R (4 } 


وما هذه المجموعة إلا بيان المؤثر 4 . أي إن 
1 
(r.4) re R O F‏ دمن 


مغلق 
مبرهنة )١(‏ . إذا كان المؤثر ۸4 
لاه D(4)‏ : 4 
خطیا ومحدوداومغلقا وکان ۲ فضاء باناخ فإن ( ۸4 ) / يكون فضاءً جزئيا قي ]ل . 
البرهان . للبرهان على أن ( 4. ) 7 مغلق علينا أن نبين بأن أية نقطة تجمع 
لنقاط ( 4, ) 7 هي نقطة من ( 4. ) 7 . لتكن 6 نقطة تجمع ما ل ( 4 ) / ؛ عندئذ 
توجد متتالية من نقاط ( 4 ) 1 متل ,1 بحيث إن “د هي ,ند وبما أن 
مصجمسىم ,. 50+ -a4x, | < |4| lx, -x,|‏ ,4 | 
ذلك يعني أن المتتالية 4٠,‏ هي متتالية أساسية قي [ » ويما أن ۷ فقضاء 
فإن 4٠,‏ تتقارب إلى عنصر مثل ار ١<‏ . أي إن 
رع يد ا 
وبما أن المؤثر :(مغلق فإن د ( 4.) 2 و «ز- * 4 وبالتالي فإن (0)۸4 
تحتوي على جميع نقاط تجمعها وهو ما يثيت أن ( 4, ) 0 فضاء جزئي في 1 . 
مبرهنة (5) (مبرهنة البيان المغلق ) . ليكن 4 مؤثراً خطياً اج ': 4, 
حیث إن ¥ و ۲ قضاءا باناخ . إذا كان 4, مغلقاً فإنه يكون محدو: 
البرهان . بما أن كلا من .و 1 فضاء باناخ فإن ل[ © ار فضاء بالاخ 
وبما أن 44 مؤثر مغلق فإن ( 4 ) 67 مغلق قي ۲© . ومن نا »ويفا 
أن المجموعة الجزنية المغلقة من فضاء متري هي مجموعة تامة كذلك فإن ( 4 ) ء6 
هو فضاء باناخ أيضا . 
النعرف مؤثراً 8 بالعلاقة ( ده ( 4 ) 67 :8 ) 






























B (x 4x ) = x 
من الواضح أن 8 مؤثر خطي » كما أنه محدود‎ 
| وهم‎ | - | ١ لعدس [داعهل+لء١ | ىز‎ | 
* ٠ کما آنه يطبق ( 4 ) 6 على × : ۸ = (( 4 )67 ) 8 ولنبين أنه تطبيق متبلين‎ 
. 0 بغية ذلك ستبين أن (0,0) هو العنصر الوحيد الذي صورته وقق 8 هي‎ 1 
النفرض أن‎ 





B(x.4x) 0 

إن 0 = × يؤدي إلى أن 0 > × 4 وبالتالي 
(«.4r) =(0.0)‏ 

واستنادا للمبرهتة () من الفقرة السابقة يكون المؤثر 8 موجوداً ومحدوداً . لتكن 

الآن ٠,‏ متتالية متقارية إلى × ولنبرهن على أن المتتالية إ4 EEE‏ 




















4۸ . بما أن 8 مؤثر مستمر فإنه يمكننا أن نكتب 
Bx, sB'x 1‏ 
أو أن 
(x, 4x, ) > (x, Ar)‏ 
وبالتالي فان 
(0.0) +¬ ( 4 - ينه عد يدم 
أي إن 


Ax, 3 Ax 
. وهذا يعني أن المؤثر مستمر وبالتالي فهو محدود . وهو المطلوب‎ 


تمارين ومسائل 


- ليكن 4و 7 فضاءين خطيين و 3+ : 4 مؤثرأ خطياً ولتكن جملة 


ليا .برهن أن 


العفاصر ب ,. , - ,د . ,د منتمية إلى ( 4 ) 0 ومرتبطة 
الجملة : را4 , ٠‏ 42 , 43 مرتبطة خطياً . 
" - إذا كانت جملة العناصر ,: . :ا , بد المنتمية إلى ( 4, ) (/ في المسألة 
J‏ ا 43 ٠‏ ...وتاك . ,48د ممنتظة 
خطباً + 
۴ - لیکن × و ۲ فضاءین خطيین و + ۸: 4 موثرا خطياً. برهن أن 
صورة أية مجموعة محدبة قي( 4 ) 0 هي مجموعة محدبة في الفضاء ۲ . 

إذا كان ۸ فضاء خطيا منظما ولنقرض أنه قد عرف على /. تظيمين 

|| متكافئين ولتفرض أن ١‏ ج 3 : 4 مؤثر خطي . يرهن أن هذا 

المؤثر يكون في الوقت نفضه إما محدوداً أو غير محدود بالتسبة للنظيمين المذكورين . 
© - احسب نظيم المؤثر,/ هي را : 4 المعرف بالعلاقة : 


۷ - احسب نظيم المؤثر [1 . 0] © + [/ .0 ] © : 4 المعرف بالعلاقة : 


كك هاه لعج )] د رادا 





1 
45م Ax= f (F+f)‏ 
برهن أن هذا المؤثر خطي ومحدود واحسب نظيمه - 
5 - احسب نظيم المؤثر 4 المعرف في الفضاء [ 0.7 ] 77 بالعلاقة 


9)م- )م4 a)‏ 
> () مل (م 


«* ]6.8[( -ليكن (خ ./) 4 تليعاً من القضاء‎ ٠ 


0 . ها ) © وليكن 
1 > >0 برهن أن المؤثر [8 .0 ]© ه [ ٠‏ ,4 ]© :4 المعرف بالعلاقة 


x(r) dr ı € [ab] 


ی ناد 3 د ی397 
في المتتالية ١‏ ,4 كي تتطابق ساحة تعريف المؤثر 
( 4 ) 0 مع الفضاء ر/ ؟ وماهو الشرط الذي ينبغي فرضه على المتتالية 
ب4 ) كي يكون المؤثر 4 محدوداً واحسب نظيمه في هذه الحالة 


۳ -ليكن (0ه + .0 ] €= £ قضاء جميع التوايع المستمرة (۲ ) × على تصف 
المحور : (20 + .0 ] والتي من أجلها 


[xj = sp |x| <+” 
ا‎ 


هل المؤثر 6 + 2 : 4 المعرف يتعلاقة ( / ) + / - (7) + / حيث 
۲ (2 + ,0] محدود؟ 





ا لفضاء خطي منظم 4 ومؤترين 4 . 8 من ( 5 , 5 ) .1 ( فضاء 
المؤثرات الخطية المحدودة ٤خ‏ £ ) يكون من أجلهما 
4١١11‏ |>اة4ا 

5 - ليكن 6 فضاء باناخ وليكن .1 و 214 فضاعين جزئيين من 5 وبحييث إن 
٠ £ = 1 4‏ برهن أن المؤثرين ,114 ه ‏ د وط, .1ه ۶75٤‏ والمعرفين 
بالعلاقتين 

Pix=xy, Pıx=x; (x=xj+x.xeE.xı eL.xs€ M) 
هما مؤثران خطيان محدودان ومن أجلهما يكون‎ 

PF =P (i=1,2), PB +E=1I . BE=B, FB, =0 

00 = < 21 ولتكن‎ ۸4 > 1. ) £, ٤ ( فضاء باناخ وليكن‎ ٤ -ليكن‎ ١١ 


5 
(7 »ع م ) سلسلة صحيحة متقاربة على / . برهن أن نهاية المتتالية 
“دي ,<= (4) ,5 عنسا «-> 6ه هي ( 0)4 1L) E, E)>‏ 
3 
ماهي الشروط التي يجب أن تتحقق بالمتتالية | 2١‏ ) كي تتحقق العلاقة 
local s e( l4l)‏ 

- ابحث في التقارب المنتظم والتقارب النقطي لمتتالية المؤثرات 
4.١‏ 


a)E = 


14 ١ el 
د 8 م‎ ©]01[ : 4A,x = (1-1) xO : te [01] 


dJE=C[01] : 4, x = n [ x(Dar ; re [01] 





0)د "امد ديك : [01]© - 8 ره 
-ليكن المؤثر [ 1 , 0 ] © ح [ / ,0 ]© - 4م معرقا بالعلاقة 


1 
,)| ه- ماع - () عه 


te [0;1]. 4€ RA\{0} 
ر (1 )س = (7 ,1 ) 4 والتابعان (/ )لا و(/) /ز مستمران على‎ )٣( حيسث‎ 
1 
4 ولا يطابقان الصفر و 0 () () س | .برهن أن‎ ] 0: 4 [ 


عكوس - مستمر 7) ثم أوجد 4 . 
1 - تأكد من وجود واستمرار مقلوب المؤ 


ی د E‏ 


-٠‏ ليكن 4 مؤثراً في الفضاء [/ ,0 ] © معرقاً بالعلاقة 
A4x(0= fx(r)ar re [0:1]‏ 


برهن على أنه لايوجد مقلوب محدود لهذا المؤثر . 
١‏ -ليكن المؤثر [/ .0 ] € + [/ ,0 ] © :4 معرفا بالعلاقة 
0 )كه 
1 
ولتكن ساحة تعريفه : 


D(4)={ x() €C [0.1] + lim r" x(t) (موجودة‎ 


نقول إن المؤثر رج ,2 + 4 عكوس - مستمر إذا كان ويا - (4) ۸ وکان ل 4 مقلوب وكان 
1)E, , E)‏ € "4 ( أي لن 4 خطي ومحدود ) . 





برهن أن 4 مغلق . 
- ليكن المؤثر [1 .0 ]€ + [/ , 0 ]© : 4د معرفاً بالعلاقة : 


Ax()= 
dh 


ولتكن ساحة تعرفه (4:)/ هي المتتوعة الخطية المشكلة من التوابع 1/7 القابلة 
للاشتقاق - مستمرة على المجال [ /. 0 ] والمحققة للشروط 1(=0) × = (0) × 
برهن أن 4 مغلق . 


والذي ساحة تعريفه ( 4. ) / هي المتنوعة الخطية المشكلة من التوابع ( / )1 القابلة 
للاشتقاق من المرتبة الثانية - مستمرة على المجال [1 .0 ] والمحققة للشروط 
0= (0) + = (0)× . برهن آن 4 مؤثر مغلق وغير محدود . 


4 - ليكن 4 مؤثراً ( +١‏ ×: 4 ) خطياً ومغلقاً . هل أن 
0) (2)4 مغلقةقي × ؟. 
0) (4)# مغلقة في ۲ ؟ . 





القصل الرابع 
الداليات الخطية 
Linear Functionals‏ 


ذكرنا بأنه إذا كانت قيم مؤثر ما هي أعداد حقيقية قإن المؤثر يسمى دالياً . 
يسمى الدالي (0)/ المعرف في فضاء خطي توبولوجي 5 خطياً ‏ إذا كان : 
(/جمعي ) َ زيما ر+ زر[ - زيح دالا 
(/رمستمر قي :د) : رج 2f‏ 
وذلك عندما <+ ٠,‏ بمفهوم التقارب في الفضاء الخطي & . 
يما أن مجموعة الأعداد الحقيقية # هي فضاء من النمط 8 ( فضاء باناخ ) » قإنه 


من أجل الداليات الخطية تبقى التعاريف والمبرهنات الواردة سابقاً في المؤثرات 
الخطية قائمة . 
مبرهنة ( 1) . إذا كان الدالي الجمعي ( : ) / والمعرف على الفضاء الخطي 
£ مستمرأ في نقطة واحدة من هذا القضاء ٠‏ فإنه يكون مستمرا على £ وبالتالي فهو 
خطي . 
مبرهنة (2 ) . الدالي الخطي متجائس . 
مبرهنة ١(‏ ) . الشرط اللازم والكافي كي يكون الداني الجمعي والمعرف على 
الفضاء الخطي المنظم :4 خطيا هو أن يكون محدودا : 
<s ||‏ |70| 
يسمى أصعر الثوابت 1١‏ والمحققة للمتراجحة بنظيم الدالي ونرمز له ب | /.] ٠‏ 
وهكذا فإن : 
ءا lfeol sl/l‏ 
( يعرف الاق ي ]به خط فضأ إذاكان )١‏ جما ١.‏ متجقساً أي أن ()/خ - (يمة )/ مهنا 
ايكن العدد ‏ ومهما يكن العنصر د / 





إمار ام [م] 
ام 


ار 
لوب - || 
[xl‏ ك 


مثال (۱) . لیکن [1 ,0] 1= £ › عندئذ یکون : 


/ 
4ع ] دوار 


داليا خطيا . 
في الواقع » إن وجود معنى ل  (‏ )رمن أجل أي تابع د< [1 , 0 ] "./ ينتج من 
متراجحة هولدر 

r 1 


0 ص ع( 0 
<ji) (4) 5‏ صمل | 


ومن هذه المتراجحة ينتج أن ( 16)/ محدود وأما كونه جمعيا فهو واضح . 
مثال (۲) . ليكن [/ ,0 ] © > 2 ء ولتكن ,/ نقطة مثبتة من المجال 
١] 0. 1[‏ ولتضع : 
f(x) =x(10)‏ 
من الواضح آن ()/ جمعي ولنثيت أنه محدود وآن 1= [/ | - 
في الحقيقة إن : 
fO|=|x()| = maxx (0| = |x|‏ 
وهذا يؤدي إلى أن / ك | / || . من ناحية ثائية وباختيار 1 -(/) د يكون 
1 -]4] وهذايدوزه يودي إن إن + 
الاو 5 1= |r|‏ 
والتالې فان : I=‏ 
مثال (۳) . لیکن £ فضاءَ خطياً منظماً . إن النظيم : 
مجع : [.] 





المعرف على £ هو دالي على £ إلا أته غير خطي » لكوته غير جمعي . 
هثال )٤١(‏ . ليكن ,8= 8 الفضاء الإظيدي ذ 
ك - + من هذا اله 
د , رع ثولبت ما . إن جمعية الدالي ()/ واضحة مجدداً . 
,د ) متتالية من هذا الفضاء متقاربة إلى : . كما وجدنا أن التقارب في 
هذا الفضاء هو تقارب بالإحداثيات وهذا يعني أن ج ج ”ج من أجل جميع 


lim /(x,)= lim 
3 ب‎ 


من الممكن إعطاء تأويل هندسي لنظيم الدالي الخطي . بما أن معادلة المستوي في 
الفضاء الإقليدي ذي ال 4 بعداً من الشكل 


بالمثل نسمي مجموعة النقاط من فضاء خطي منظم £ والمحققة للمساواة 
f(x)=e‏ 

بفوق مستو ( 1۵۲٥ا‏ ) > حيث / دالي معرف على ٤‏ . من الطبيعي أن 
نسمي فوق المستويين : 

/(x)=eo ونم‎ e 
٠ فوق مستويين متوازيين‎ 
إن فوق المستوي © = ( + ) 'ريقسم الفضاء إلى نصفين : مجموعة النقاط : التي من‎ 
أجلها يكون © > ( 6د )/رومجموعة النقاط × التي يكون فيها © < ( د)/. نسمي‎ 
اصطلاحياً المجموعة الأولى بنصف الفضاء الواقع على يسار فوق المستوي‎ 
./) + ( > © )روتسم الثانية بنصف الفضاء الواقع على يمين‎ +( > © 





إن فوق المستوي | /|] = ( د)/ يتمتع يخاصة مميزة هي أن الكرة الولحدية 
١‏ > ||| تقع كنياً على يسار ذاك فوق المستوي ( وذلك لأنه من أجل نقاط الكرة 
1١‏ > ||*] لدينا | /| = (×)/ ) .من ناحية ثانية إن أي فوق مستوي من 
فوق المستويات المتوازية -| / | - (3)/ لا يتمتع يتلك الخاصة . بشكل ممائل 
النظرية الأجسام المحدبة في القضاء الإقليدي دي ال , بعدا نسمي قوق المستو 
(x ( = | / |‏ بالمستوي supporting plane ) Jl>‏ ( ر1 5 .|x|‏ 
نذكر الآن بعض المبرهتات المثبتة من أجل المؤثرات الخطية والمحققة من أجل 
الداليات . 

مبرهنة ( باناغ - شتينهاوس ) . إذا كانت متتالية الداليات الخطية 
(*) 1 المعرقة على فضاء بائاخ £ محدودة قي كل نقطة × د ٤ء‏ قإن 
متتالية النظائم ١‏ | ,/. |) لتلك الداليات تكون أيضاً محدودة 

مبرهنة )١(‏ . إذا كانت متتالية الداليات الخطية [ ( * ) ,/! متقاربة في 
نفسها في كل نقطة من فضاء باناخ 2 ؛ فإنه يوجد دالى خطي مثل ( « ) /بحيث 


أن 2 


h(x) sf(x) ¢ x 


مبرهنة (؟ ) . الشرط اللازم والكاقي كي تتقارب متتالية الداليات الخطية 


1 في كل نقطة دا من قضا. إلى الدالي // هو أن : 
١‏ ) - تكون المتتالية !| ,/ || محدودة . 
) - () ر =(+) ,/ من أجل أية نقطة 6 من مجموعة ما 11 = 4 والتي 
التراكيب الخطية لعناصرها كثيفة في كل مكان في £ . 

مبرهنة (5 ) . يمكن تمديد الدالي الخطي والمعرف على متنوعة خطية 1 
كثيفة في كل مكان في الفضاء المنظم £ والمحدود عليها » على الفضاء بأكمله دون 
تزايد فى النظيم ( مع الحفاظ على النظيم ) ويشكل وحيد . 





5 -1 . مبرهنة هان - باناخ ونتائجها 
Hahn — Banach Theorem‏ 


تبين مبرهنة هان- باناخ إمكانية تمديد دالي خطي معرف بشكل أولي على 
متنوعة خطية .1 من فضاء خطي منظم 8 ( ليس بالضرورة أن تكون ./ كثيقة في كل 
مكان في 7 ) مع الحفاظ على النظيم - 

مبرهنة (؛ ) ( هان - باناخ ‏ ) ) . ليكن / فضاءً خطيا ولتكن ./ متتوعة 
خطية قيه » وليكن (< )ردالياً خطياً معرقاً على ./ » عندئذ يمكن تمديد الدالي على 
الفضاء ‏ بأكمله مع الحفاظ على النظيم . بكلام آخر يمكن بناء دالي خطي (5) F‏ 


معرف على 4 وبحيث إن * 
ع ا DPD, F(z)=y (xy‏ 


اا > Fl‏ 2 
البرهان . سنقتصر البرهان على الحالة التي يكون فيها الفضاء 46 قابلاً 
للفصل . إذ إن إثبات المبرهنة من أجل أي فضاء يتطلب أفكارا تخرج عن إطار هذا 


لنحقق تمديد الدالي /. تدريجياً . لنأخد عنصرا ما مثبتاً م 2 / وغير منتم ل ل 
( .1 > ,1 ) ولتستعرض مجموعة العناصر ( م : 1 ) > إا من الشكل ,د / + 3 
حيث + د 1 وأما 1 فعدد حقيقي ما . من الواضح أن .1 متتوعة خطية إذ إنه إذا 
کان » على سبيل المثال ٠‏ و ر1 + »= رر و ودا + رچ = رار عنصرين من 
را حيث إن ,× ,× < 1 فإن لمجموعهما 

Jı + y2 =(xı + x2)+ (1+ CERI 

نفس البئية ولذلك فإن ( دلر + 3)4 ,£ ء بالمثل يمكن التأكد من أنه إذا كان ١‏ 


عنصراً من 42 فإن 4 1,3 من أجل أي عدد 4 . 


7“ أهائز هان (1494 - 14+84 ) رياضي تمساوي 





لنثبت الآن أن كل عتصر من عناصر ,2 يمشل بشكل وحيد على الشكل 
ردم +3 - لتقرض وجود تمثلين للعنصر * 13 : 
ودما + Xx + 1x , =x‏ 
إضاقة إلى أن ر1 < ر١‏ ( في الحالة المغايرة »هن و ر1 * 
أن د = ر والتمثیل یکون وحیدا ) عندنذ یکون 
1)xo‏ 12( 
r‏ 


وهذا الأمر غير ممكن ونلك لأن 1 ع ملو د×, ,× < وهكذاقإن دا = 
وبالتالي د« = ,» وهو مايثبت وحدانية 
إن المجموعة 1 د ,1 وتحديدا إن كل عنصر ١‏ < £ يمكن تمثيله على الشكل 
ود» + »= »× حيث إن 0 = » ولذلك قهي محتواة في ,۰1 
لنستنتج الآن بعض المتراجحات المساعدة . لنأخذ عنصرين كيفيين ١‏ و 
فيكون لدينا : 
| - | |,ر] عاد”.-م)ر/| ع ذد*-م)ر - (”)/- )ار 
ويما أن : 

|۱ >+ )|+| ,>+ )|>( +--+ )|= 
افإنه يكون + 


"+x, |)‏ إ+عاؤف+ ث١‏ |)|اراء خم ر- مر 


ومنه نجد : 

)+| جد | [/ر عقي اذ+” | !/|- 
بتثبيت ”× أولاً وبأخذ الحد الأعلى الأصغري للطرف الأيسر بالنسية لجميع د 3 بل 
( ولنرمز له ب 77 ) ومن ثم نستعرض جميع ”× المنتمية إلى £ وأخذ الحد الأدشسى 
الأعظمي للطرف الأيمن بالنسبة لجميع "× < 1 .( ولنرمز له ي4 ) فنجد 
/آن+ | ارا-رم ر | sup‏ 


4.1.2 
M=if {I(F)+|F| xx, | A 





ويما أن كلا من x‏ و "× غير مرتيط يالآخر › فإنه من الممكن اس تبدالهما بتقطلة 
× 1 كيقية وأن نكب 
m= sup { f(x)-|f| | x+x, |¢‏ 


(41.27) 
M=mftf(x)+ [I [xx |? 


أخيراً ء نأتي إلى تمديد الدالي ر من 4 على ,£ . بغية ذلك نأخذ عددا حفيقيا ما 
© محصوراً بين « ,30 7 : /3 كع > فتجد أن : 
x+xol 5‏ |7[ = )رامس 
S inf ) /)2(+ l/l Jx |! (4.1.3)‏ 
لناخذ الآن عتصراً ا د ,£ ء إنه وكما برهنا أعلاه » يكون من الشكل 
ودبع عر 
حيث إن العنصر 3 / والعدد الحقيقي / يتعرفان بشكل وحيد . لنعرف داليا( /؛ ) © 
بالعلاقة 
=f(x) -te‏ )9(4 

حيث © ثابت حقيقي ما محقق للعلاقة ( 3 . / .4 ) . إن الذالي (/ )7 يتصرف 
بشكل وحيد من أجل كل عنصر ١‏ < ,£ وذلك بنتيجة وحدانية تمثيل العنصر ا . 
فسن أجل 1 € ١‏ يكون 0 - / ومن التمثيل 010 + « - » نجد أن 
(» ) / - (2)ن . أي إن © و / يتطابقان على £ . وأما كون الدالي ( // )م 
جمعيا فإنه ينتج بالاستفادة من العلاقة ( / . / . 4 ) : 

= » (يجن)-(يع + و)/ - (ررجررام 
[f(x =e] + [f(x = 0)) + e)‏ = 
وبالمثل يمكن التحقق من أن م متجانس : إذا كان ,تد/ + د - ١ر‏ عنصرأمن ,1 
فلن ,× (21 ) + ۸ = رة ويكون 
0(A4y)=f (Ax)-=(a1)ce = A[ f(x )-1ce] =A0(»)‏ 


لذا كان ١‏ > 7 يمكن إعطاء الثابت © مجموعة غير منتهية من القيم المختلفة وتيعا لذلك نحصل على 
مجموعة غير منتهية من التمديدت المختلفة للداقي /[ على ,1 - 





5 








التبرهن على أن الدالي( ؛ )© محدود وأن نظيمه يساوي نظيم الدالي (:« )/ر ‏ 





* 3 2 ومن العلاقة (4.1.3) نجد أن 
1 








1 
عا اد | لع فدق)ين: ووم 
r | |‏ 
“لاا ادج ااباء 
وهكذا قان : 
)4.1.4( || || > نمام 
۲) 0<1 . من العلاقة (3 .1 .4 ) تجد : 
a‏ | 
e <- || || =7 |+, | =‏ 
1 
ا1ا ,= 


ومن ذلك نجد أن : 


٠»! ٠ ١٠‏ انا 


a. 


1 
pu =i (fel 
a Ey ol 


أي إنه مجدداً حصلنا على العلاقة (1.4 .4) . 
بذلك تكون المتراجحة ( 4. /. 4 ) محققة من أجل جميع العناصر ١ا‏ < (م×: ا) “,1 


ممقدك د هبس حي (4ر] :#4 افيد 
٠‏ ١ا/‏ 





wu 


lorw| sl/l 


| ”ا = lol‏ 
وبالتالي قان : 





( لنلاحظ أننا قد عرفنا نظيم الدالي © انطلاقاً من المتنوعة الخطية حيث هو معرف 
عليها ) . هكذا يكون الدالي ( )/ قد مدد على ( 0+ .1 ) = ,1 مع الحفاظ على 
النظيم . 

إذا كان الفضاء £ قابلاً لقصل » فإن برهان مبرهنة هان - بأناخ يمكن إنجازه 
على النحو التالي . لتكن ١‏ مجموعة قابلة للعد وكثيقة قي كل مكان في 2 . لنأخذ 
عناصر هذه المجموعة غير المنتمية إلى ./ وأترقها + 


. وقوه د FE a‏ 
نمدد الدالي (7)/ على المتنوعات الخطية 
(Lixo) =Lı. Lr: xr)‏ 
وهكذا . فإننا في النهاية نكون قد بنينا دالياً خطياً ,م معرفا على متتو عة خطية ربا 
كثيفة في كل مكان في ٠‏ ومساوية لاجتماع جميع ,1 . إضاقة إلى أن 
اماداها 
وبتمديد الذالي , بعدئذ بالاستمرار على # (انظر المبرهنة ”) نأتي إلى الدالي 
المطلوب 7 . قي الحالة العامة : هكدا ٠‏ ينجز إثبات مبرهنة هان - باناخ ٠‏ 
:ات الممكنة ء مع الحفاظ على النظيم ٠‏ للدالي '/.. كما 
ات موجود . لنعرف في مجموعة جميع التمديدات # 


f <J" 
حيث '/ معرف عليها ء جزءا من المتتوعة الخطية‎ ٠ إذا كانت المتتوعة ا‎ 
حيث الدالي ”/ر معرف و (1)”/ - (2)"/, من أجل × د1 . من الولضح أن‎ 1" 
. العلاقة "ر4 '/ تتمتع بجميع خواص الترتيب‎ 
لتكن الآن | ر ! مجموعة جزئية كيفية ومرتية من المجموعة # . لهذه‎ 
المجموعة الجزئية يوجد حد أعلى والذي هو دالي :/. معرق على المتنوعة الخطية‎ 
,ا لا = ما حيث ,1 ساحة تعريف ب » إضافة إلى ذلك فإن‎ 


f. (0 =f, (e) 





المحقق للعلاقة (3 . 1 . 4) بأشكال 
العنصر الأعظمي في المجموعة © ليس وحيدا ٠‏ فإن التمديد للدالي 
باناخ » بشكل عام : ليس وحيداً . 
نتيجة )١(‏ . ليكن 2 فضاءً خطيا منظما وليكن 0 # : عنصرا ما مثبتا من 
6+ عندئذ يوجد دالي خطي مثل ( د)/رمعرف على 5 وبحيث إن 
(x =| x |‏ / )2 ارا )1 
لنستعرض مجموعة العناصر إ ,×۲ ) = 1 حيث إن ۲ عدد حقيقي من # . 
إن .2 فضاء جزئي من £ معرف بالعنصر مت . لنعرف على 1 دايا ( ) م على 
النحو التالي : إذا كان مند/ * د 
اما - رمم 
من الواضح أن هذا الذالي خطي ومحدود و : 
[ما - (ود)م ا 
ا«اعام | اناعاضام)| 2 
وبالتالي -]1 ٠:1‏ 
بتمديد الدالي (:د) #7 على الفضاء £ يأكمله مع الحفاظ على النظيم تحصل على 
الدالي ( ) "/. المحقق للشروط المطلوية . 
ة (1) . لتكن ./ متنوعة خطية في الفضاء الخطي المنظم 5 ٠‏ وليكن 


0< طويفع على مساقة ك2 > 0 من 2 ( | × - رد |] ٠ )9 - inf‏ 
سج 


عندئذ يوجد دالي خطي ( * )/ معرف على 2 وبحيث إن 





0= دعر 1 
1= ا 


1 
N NE‏ 
البرهان . لنأخذ المجموعة ( «تد: ./ ) والتي لكل عنصر منها الشكل 


u= x +x 
حيث × 2 و عدد حقيقي . لنعرف دالياً ( 4 ) © بالعلاقة‎ 

w(u)=t , ¥ ue(L:x0) 
 )×و‎ (=1 من انواضح أن 0=( ×) ص إذا كان × <£ وأن‎ 
لنحسب | | . لدينا‎ 


ll 
1 


لظ - | | - زومر 


فإئه وفقاً لما ذكرنا أعلاه نجد 
اذه-دااما|اء؛ 
.وبالانتقال إلى النهاية عندما # -> © في المتراجحة الأخيرة نجد 
]ol| a‏ < 1 


1 
< اما 





بمقارتة (5 .1 4 )و (1-6 .4 ) تجد 


1 
|] 


لدالي ( × ) م على الفضاء £ مع الحفاظ على النظيم تحصل على ذالي 





وبت 


١ (‏ ) متمتع بالخواص المطلوبة . 





بالعودة إلى النتيجة )١(‏ تجد النتيجة تعني أنه من أجل كل عنصر 
:الي ( لا يطابق الدالي الصفري ) من الفضاء المرافق "2 


ك النتيجة تعني توقر عدد كاف من الداليات الخطية في الفضاء "/ 





0 ,د ( 6 يوجد 
بكلام آخر / 
لتمييز عناصر الفضاء £ . في الحقيقة إذا كان × و « عنصرين من £ و لر × 








فإنه من أجل العنصر © > ر - ×= < يوجددالي خطي محدود رمن ٤‏ 
وبحيث إن 
بر-ء |ء «ور-عم - |:| - (2)/ 
أي إن 
F(x) * F(Y)‏ 


من احية ثائية وتبعا لتلك النتيجة نجد أنه إدَا كان من أجل عتصر ما :د من الفضاء 
الخطي المنظم ٤‏ : 0 > ( + )/. من أجل أي دالي خطي من الفضاء المرافق 6 
إدني إلى أن © > ب 








تمرير مستو حامل لهذه الكرة - 





هذه المبرهنة هي تعميم للدعوى المبرهنة في الفضا 
مينكوفسكي . 
في الواقع ٠‏ إن معادلة المستوي الحامل لتلك الكرة ينيغي أن تكون من الشكل 


|] /] ” - ()/ » إلا أنه من أجل النقطة ,د يمكن تعريف دالي (/ ٠‏ تظيمه 


ي ال « بعد من قبل غ . 





يساوي الواحد ومن أجله يكون 
r (4.1‏ 





f(x) = [x 





إن المستوي 
م = (Sj‏ 
هو مستو حامل ويمرء استناداً للعلاقة (7 . 1 .4 ) ٠‏ من النقطة × . 
مسألة تقريب عنصر معطى ,تند 
2 52 
أن الشرط اللازم والكافي كي تكون × 
انهاية لمتتالية من التراكيب الخطية من الشكل ,دن ال هو أن يكون 0 - ( ,3 )/ 


من أجل جميع الداليات الخطية /. والتي تؤول إلى الصفر على جميع العناصر 
د 

في الواقع . لنفرض أنه من .1.,2 =1 0< ()/ ینتج أن / 
0 = (10) / عندئذ لايمكن أن تقع «'د على مسافة 4 > 0 من المتنوعة الخطية 
./ المولدة بالعناصر ! 3 ء وذلك لأنه » في الحالة المعاكسة «ووفقاً للنتيجة الثثنية 
يوجد دالي مثل مر بحيث إن 0 > ( را )ور مع . ...1,2 -: و > (ردام/ 
/ لكن إذا كان 0 = 4 فإن ذلك يعني أنه إما أن تكون م6 نقطة تجمع للمتتوعة 
الخطية 1 أو أن 0 1 ويالتالي فإن »د يمكن تقريبها بعناصر من الشكل 
د 2 . بالعكس ٠‏ لنفرض أن 3/0 ان الية عناصر من 1 ولنفرض أن 


7 > ( 7 )ر من أجل دالي ما /. . عندئذ لنفرض أن 


(= Der 


f(t) =f (fim 




















x (4.2.1) 


وبالعكس ٠‏ إن العبارة ( / . 2 . 4 ) حيث // أعداد 1. ة تعرف داليا خطيا على 
,5 - بهذه الصورة نجد أن العبارة ( 7 . 2 . 4 ) تعطي الشكل العام للدالي الخطي 
المعرف على الفضاء ,2 . بما أنه يمكن النظر إلى / ( 7, (i=l.2,‏ 


على أنها مركيات لشعاع / ذي ” بعدا » فإن الفضاء 6 المرافق للفضاء E,‏ 








5 - ؟ الشكل العام للداليات الخطية في بعض الفضاءات التابعية 
The General Form of Linear Functionals in‏ 
Some Functional Spaces‏ 
يمكن إيجاد الشكل العام للداليات الخطية في كثير من الفضاءات التابعية حيث 
تلك الداليات معرفة عليها . إن معرفة الشكل العام للداليات الخطية مفيدة في الدراسات 
المختلفة لتلك الفضاءات التايعية . 
الداليات الخطية في الفضاء ,£ ذي ال ” بعدا 
Linear Functionals on The n- dimensional Space E,‏ 
لتكن [ ,© . . . .ده , ,© ) قاعدة قي , » عندئة من أجل أي عنام 
* د , يمكن أن نكتب 
2 
وبالتالي يكون لدينا 
JIN =I De = D>. f (e) => ¢ J‏ 
| 4 = 


هو أيضاً فضاء ذو بعداً إلا أن المسافة فيه » بشكل عام » تختلف عن المسافة في 
Ê,‏ 
ليكن على سبيل المثال | ب 





حدم > | * ]| ء عندئذ يكون 


اما أكاعدم 5 > إي/ا اما * > امي | - مايرا 


ين 


٠ 
' 





IAD 
2 
وبالتاني قان‎ 
[| > || (4.2.2) 
5 


0 1 
من ناحية أخرى إذا أخذنا العنصر ۾× من غ 


r 5‏ ,= 
فان 1= | ٠‏ | ويكون لدينا 


f(x )= رمه إل‎ f(e,) =D sinh. f = اانه‎ 
5 5 2 
=> ااا‎ 


- 
وبالتالي فإن 
)4.2.8( اما < اما 


بمقارنة (2 .2 .4 ) و (2.3 .4 ) نجد أن 


اما عاما 


5 
IPL 





٠‏ :/.. ركر) > ودء فإننا تجد أن 


اد 


| > “اما - ادكم| 


) اonrrevarin‏ ) أما عناصر £ قتسمى بعناصر عو افقة التغير ( /1له|07ادمع) . 
إن الدالي الخطي ( )/. يمكن تمثيله في شكل جداء داخلي 

FOS >)‏ 
حيث ,8 6 + و fé E,‏ 
ونترك للطالب التأكد من صحة العلاقات المعرفة للمسافات في :م والمواقفة 
للمسافات المبينة في ٤,‏ : 


Dl ع‎ (l=) l/l = 





الشكل العام للداليات الخطية قي الفضاء 5 
General Form of Linear Functionals on S .‏ 
ليكن ( × ) لرداليا خطيا معرقا على الفضاء ؟. فضاء جميع المتتاليات العددية . 


واستناداً إلى استمرارية الدالي ()/ نجد 
f(x) = > f e) = Dabs‏ 
2 2 

وبما أن هذه السلسلة يجب أن متفاربة من أجل أية متتالية عددية  !‏ ! فإن ,4 
يجب أن تكون معدومة ابتداة من رقم معين وبالتالي فإن 

f(x) = >, a 
وبما أنه » وبالعكس » أية عبارة من هذا الشكل من أجل أية أعداد حقيقية يك ومن‎ 
أجل أي عدد طبيعي 7 تمثل دالياً خطياً في القضاء 5 فإننا تجد أن الشكل العام‎ 
اللداليات الخطية المعرفة على الفضاء 5 يعطى بالعلاقة‎ 


f(x) = 2 a 


حيث إن الأعداد ‏ و به تتعرف بشكل وحيد يالدالي /ر . 





الشكل العام للداليات الخطية في القضاء [1 ,0 ] © . مبرهنة ريس 7) 
General Form of Linear Functionals on C [ 0, 1]‏ 
على الفضاء [1 . 0 ] € .يما أن كل تابع 


محدود » ويما أنه من أجل التايع 


sup x(1) = max x(1) 


قإنه يمكنتا اعتبار القضاء [1 , 0] © فضاء جزئياً من فضاء التوابع المحدودة 
[1 .0 ]1 على المجال [1 .0 ] » حيث يعرف قيه النظيم بالعلاقة 
|r| = (x. =sup | «(|‏ 


لنمدد الدالي الخطي (×)/ المعرف على الفضاء [1 ,0 ] € على [1 ,0 ]۸1 مع 
الحفاظ على النظيم ولنرمز للدالي الممدد ب ( )۴ 
لنستعرض التوايع 
17 رع 
0 )ا 


1 لق ع (قاه 


0) ممع [(#),: ]عم 
ولنبرهن على أن التايع (/ ) بم ذو تغير محدود 7") لنقسم المجال [/ . 0 ] بالنقاط 


8 1948-13-58 ) رياضي مجري واحد من مؤسسي التجليل 


(""). إليكن ()/تابعا معرفا على المجال المقلق والمحنود [ ,ه | حيث (8 > م) + 


]3 , بالتقاط 


ولنشكل المجموع 





gk =F‏ < . عووءع روعير-هن 


ولنشكل المجموع 


g(t)‏ (,) ع 
ماع - (باع ] sign‏ = ,4 


3 ا لباع- نرامع|‎ 26 [ g(t) g(t, 


Fe, [ Fu, )-F(u, J1 =a 8‏ = 
ومنه تجد أن 
١ 7‏ 
اماك | حامق | اعا > ادوع موا 


وتلك لآن 


a e, =.) | 5‏ ]| ا اما 


وهكذا يكون 
-g“» | = l/l‏ |> 


أي إن التابع (۲) ج ذو تغير محدود على المجال [1 .0 ] 


| |5 9 
إذا كانت هذه المجاميع محدودة من الأعلى من أجل أية تجزنة للمجال إ8 , ه ] ٠‏ فإننا نقول إن التايع (4)/ 
اذو تغير محدود عنى المجال |8 . »| . ويسمى الحد الأعلى الأصغري للمجاميع تلك بالتغير الكلى للتابع ()/ 
في المجال |8 .4] ونكتب ذلك على انشكل + 
ف امسع رثا 
المعرفة الخصائص التى يتمتع بها صف التوابع ذات التغيرات المحدودة يمكن العودة إلى | 9 || 









نأتي الآن لإيجاد العيارة 









على المجال [1 ,0 ] 


ES 
يس- هامس اع زح د لاج‎ 01 











2 Kk k 
= lim )م - م ] خاء بج‎ 
7 n 





= f x(a gD») 














١‏ () ,2 ) + وعندما ‏ س 20 تتقارب بانتظام إلى 


٠ || <‏ وبما أن الدالي () / مستمر ء فإن 
F(z,) 2F(x)‏ 


F(x) = fxd e) 


F(x) = f(x) 


من أجل التابع المستمر (/ )د . تيعاً لذلك 





x() d g(t) (4.2.4) 





وفقا لذلك يمكن استبدال التابع ( / ) ج بالتابع  )/(‏ الذي يتطابق مع التابع 





( ۲ ) # في نقاط استمراره كما أنه مستمر من اليسار (/) بم - (0-/) # في نقاط 
الاتقطاع . هكذا تأتي إلى مبرهنة ريس . 


مبرهنة (ف . ريس ) . كل دالي خطي معرف على الفضاء [1 , 0 ] © 


وبالعكس » بسهولة ترى أن الدالي 


()اطة ماع | دعام 


احيث (1) 7 تابع ما ذو تغير محدود هو ذالي خطي في الفضاء [1 .0 ] © .. 
في الحقيقة؛ إن كون ( 6: ) ب جمعياً واضحاً وأما استمراريته فتنتج من إمكانية الانتقال 


بة إلى ما تحت من ل من التوايع متقاربة بانتظام . 
بهذه الصورة نكون قد أثبتنا أن العلاقة ( 4 .2 4 ) تعطيتا الشكل العام 
الخطية في الفضاء [1 . ) ] © ٠‏ يمعنى أن تلك العلاقة تعطينا جميع الداليات 
ة في الفضاء [1 , 0 ] © من أجل جميع الدوال نيرات المحدودة الممكنة 

£0 . 
لنحسب تظيم الدالي ( د)/. . لدينا 


اك الى عددىنع| * 


ومنه نجد أن التغير الكلي 
1 


(4.2.4)تجد 


§xOag(0)| s‏ || تهع)م/| 


< max | (0| v te1 = vy t8! [<| 
ومنه يكون‎ 


(4.2.6) 


توماس جوهانس ستیلتجس e5‏ زا51 . ل ۔ 7 ( ۱۲۲۹ - ۱۸٩7‏ - 1844-18-51 ) رياضي 
هولتدي. 














ذكرتا أن كل تابع (/ ) م ذي تغير محدود على المجال [1 .0 ] يعرف داليا + 
على [/ .0 ] © وفق العلاقة 


f() = fra )م‎ 


(/),# و (21) بي على المجال [/ ,0]ء قي 
» على الأكثر من النقاط الداخلية من ذلك 






كل مكان 
المجال ء فإنهما يعرفان دالياخطيا واحدا . يالعكس ؛ لنفرض أن التابعين (1) چ 


و (/) دم يعرفان دالياً خطياً واحداً ( نص الدالي ) على [1 .0 ] © . أي إن 
)يع 4 0ع [ ع (ابع 4 ماع ل 


من أجل كل تابع مستمر (/ ) * على المجال [ 7 ,0 ] . من ذلك وبسهولة ينتج أن 


۲ - (/ ) دع - (/ ) ره في جميع تقاط استمرار التابع ( دج - ,ج ) أي تقريباً 





قي كل مكان ( باستثناء مجموعة منتهية أو قابلة للعد من النقاط ) . 
بهذه الصورة نجد أن كل دالي حطي على [1 . 0 ] € يقابل بصف من التوابع ذات 
التغيرات المحده 
( / ) دع ينتميان إلى نفس الصف فقط وفقط إذا كان الفرق بينهما مختلفاً عل ثاببت 
على الأكثر في مجموعة قابلة للعد من نقاط المجال [ 1 ,0 ] الداخلية . 

هكذا ٠‏ نجد أن التقابل بين الداليات الخطية المعرفة على [1 0 ] € والتوابع 
ذات التغيرات المحدودة على ذلك المجال والمعرف بالعلاقة ( 4 . 2 . 4 ) هو تقابل 
ادل أي إن (1 -1 ) ذلك إذا اعتبرنا أن الت 
والمختلفين في نقاط استمرارهما بعامل ثايت مت 
في العلاقة ( 4 .2 4 ) تيقى العلاقة 2.6 4 )صحيحة 


اة على [ / .0 ] » إضافة إلى تلك . فإن التابعين (1) رع و 
















ابعين ذوي التغيسرات 






. باستبدال (/)م 
أما المتراجحة (5 .2 .4) 


تيقى العلاقة (7 . 2 .4 ) محققة 


4 





القد عمم أ أ . ماركوف ‏ مبرهتة ر الشكل العام للداليات الخطية في 
القضاء ( ) € قضاء التوابع المستمرة على متراصة 4 - 

الشكل العام للداليات الخطية في ,ا 

Genenal Form of Linear Functionals onl , 

ليكن ( × ) رداليا خطيا معرقا على ,1 . يما أن العناصر ٣!‏ 


يه 


بي من أجل 4 × ¡ تشكل قاعدة في ,,/ قإن أي عنصر 


اوتبعا لخطية الدالي ( * )/ر يكون لدينا 


f(0) = È (e0 


تتعرف الأعداد ين بشكل وحيد بالدالي / ويكون 
f(x) = Zê (4.2.8)‏ 


>» /)٥( =) لنضع‎ 


kSn 
k>n 


وأما العدد ي فيأخذ بحيث تتحقق المساواة 


17 قظر على سبیل المثال | 5 | وعم مزكوف قي (1938 (4)46 .8 .۸1۵1 











- “اها |1/ا- اسلا ارا > در 


= 1/1 (le) 


إمنه نجد | 
ومنه نجد أن 





وبما أن هده المتراجحة صحيحة من أجل أي عدد 0 فإن 


< l/l (4.2.9) 





أي إن ,ا ع ن 





لنحسب نظيم الدالي”/ . من العلاقة ( 8 . 2 . 4 ) واعتماداً على متراجحة هولدر 


انجد أز 





rı 





l/l <“ ( Èla (4.2-10) 


العلاقتين (4.2.9) و ( 10 .4.2) تجد 


l= [ laf 
إن الشكل للدالي الخطي في القضاء ,ا هو‎ - 


f(x) = © كه‎ 


2 lal > + 


Èlaf J‏ ( عاما 


يدرس في التحليل التابعي » إضافة للفضاء ,/والذي عناصره هي المتتاليات العددية 
5 


ص 
حيث  ٠‏ متتالية محدودة ٠‏ وأما نظيم هذا الدالي فيعطى بالعلاقة 
sup ||‏ اما 












الشكل العام للداليات الخطية في القضاء [0,1] 2 


Generral Form of Linear Functionals on L" [0,1] 








ليكن ( )/داليا خطيا معرفا على [0.1] 7] 

1 >0 م 1[ 

6 2 

وليكن [( ) , ]/. = (۲) ج . ولنبرهن على أن 
لتكن (,5,1) = @ (1,2,...,۸=()جملة من لمجالات غير 















| “ل 1/< 


ومن هذه المتراجحة ينتج الاستمرار المطلق للتابع (/ ) # . وبما أن التابع المستمر 
إطلاقا (/  )‏ هو تكامل ليبيغ لمشتقه ؛ فإننا نضع 
()» د )1( g‏ 


ويكون عندئذ 





> 4 0)» |- (0)ع- ريع 





[ (2)م» ]ر- (0)ع 
وبما أن 0 =( £ ) م» ( صقر الفضاء [17]0,1 ) قإن 


g(0) = f [u($)] =0 
وبالتالي فان‎ 


g()= f adar 


باستخدام التلبع ٣(‏ ) ,/: نجد أن 
[u(r] = g&(1) = | a(t) dr = f u(r) a(t) dr‏ / 
وبما أن الدالي/. خطي فإنه من أجل أي تابع درجي ( بسيط ) () ,2 حيث 


e [% (F) = uy, (F]‏ 5 - هاه 


/(z,) = f =,(D a(r) dr 


بفرض أن (/ ) /د تابع محدود وقابل للقياس . عندئذ توجد متتالية من التوابع البسيطة 
| )| المتقاربة إلى (/ ) :د تقريبا في كل مكان . أي إن 

OI FEDERE, mw ®‏ 
تبعاً لذلك يمكننا اعتبار أن المتتالية محدودة بانتظام . واستنادً إلى مبرهئة ليبيغ حول 
مكاملة متتالية محدودة نجد أن : 


lim Î =,(1) a(t) dt =‏ > زمة )ل سنا 


lim 2,(!) a(t) dt = j x(1) a (t)at 


من جهة ثانية وبما أن (/ ) د خ ( / ) ,= تقريباً في كل مكان و (/) ,= محدودة 
بائتظام » قان 











مه اه كارع ذنم بد ال[ 


عندما ©ه جب 70 . ولهذا قإن 
زمر ررد )/ 
وبالتالي فإن 


f(x) = | x (1) a(t) dt 


لتستعرض الآن التابع (/ ) ,:د المعرف بالعلاقة 











5-6 [|a (0 |" sign a(t) : | a()| < n 
| |] 2| 2 
حيث ي هو العدد المرافق للعدد ر‎ 
و‎ 
اګ‎ q 
إن التابع ( / ) ,د محدود وقابل للقياس ( قيوس ) وبالتالي فإن‎ 
f(x) = fx, (O a(t) dt 
0 
1 1 ٤ 1 1 
نامسا | اما اها اا > الىمما‎ 
[I(x J| = f(x, )= j x.) a(ı Jd = 


= flr |ace|ar= fx. || x, cof" a 


= |x| adı= 





= fluo at 


JlwoOf ar الد)مر| ع‎ <s ISI lel = 


/ ١ 
<١ ا‎ [lx far |" 
(a / 


/ | \ 
x0 [ar | = |r 
1 اما ااي‎ 


ولكنه من الواضح أن 

“ام اج |x|‏ 
وذلك عندما 4-7 تقريبا في كل مكان على المجال [ / . / ] وذلك لأن التابع 
( / ) © تابع جمعي ٠‏ وبالتالي فإنه يسعى إلى اللانهاية فقط على مجموعة قياسها 
الصفر . وبالائتقال إلى النهاية عندما ر ى 0 نجد 


(lenr ar J < I1 


(ilet a > || (4.2.1) 


من هذا ينتج أن التليع (/ )© ينتمي إلى الفضاء [ 0,1 ]11 . 


ليكن الآن (/ ) “د تابعاً ما من الفضاء[ 0,1 ] "1ء عندئذ يكون التكامل 
1 
j x() a(n) at‏ 


موجوداً ( متقارياً ) وبالتالي.توجد متتالية من التوايع المحدودة والقابلة للقياس مثل 













>١١‏ )س ! بحيث إن 
مجه "| ريعدرم | ] 
عندما #-> 2 . اعتماداً على متراجحة هولدر نجد أنه عندما 7-> ته 


| x (Oa dt> xa) dt 





وبما أن )٨(‏ ,× توابع محدودة وقابلة للقياس قان 


1 x, (0 a() d= f(x,) 
وبالتالي فإن‎ 


f (xg) > f x(0 a0) dt 







عندما 7# -> © . من ناحي 


بذلك لجد 









/ (0 = f 0 0ه‎ 4 (4.2.12) 








وهكذا فإن كل دالي خطي ومعرف على [/,0] /1يمكن تمثيا 
 ) 4.2.12 (‏ وبالعكس إذا كان (/ )6 تابعاً ماامن [ 0.1 ] "2 فإن 





0م لاع ] = 0(0 








اليا خطيا معرفا على [ 0.1 ] 17 . في الحقيقة إن جمعية هذا الدالي 
واضحة ٠‏ أما كونه محدوداً فينتج من متراجحة هولدر . 

هكذا نجد أن العلاقة ( 12/. 2. 4 )»ومن أجل أي تابع مثبث 
( ) © 3[ 0.1 ]47 تعطينا الشكل العام للدالي الخطي المعرف على 
A A |‏ 


لنحسب نظيم هذا الدالي . من العلاقة ( 12 .2 





4 ) لدينا 


> أنفضي)ء ما[ |- اا 


بع كا 1 
ar 0‏ مما | ء 
1 


= [lec a) «li 
وبالقالي فإن‎ 


l/l > E dı | (4.2.13)‏ 
7 0 
ومن العلاقتين ( //.2 4 ) و (4.2:72) تجد أن 
1 كن 
l/l =| lec 4‏ 
غالباً ما يستخدم ٠‏ في التحليل التابعيء الفضاء [/ ,0 ] .1 فضاء التوابع الجمعية 


بمفهوم ليبيغ . يعرف نظيم تابع (/ ) :د من هذا الفضاء بالمساواة 
xl = flr (ola‏ 
ويعطى الشكل العام للداليات الخطية المعرفة على [1 ,0 ] 1 بالعلاقة 


f x(0 a() dı‏ = عار 


حيث إن (۲) ت تابع محدود تقرييا في كل مكان » كما أن نظيم هذا الدالي يعطى 
بالعلاقة 
| 0)» | حمس نهد د [م/| 
7" 
الشكل العام للداليات الخطية في فضاء هيلبرت 
General Form of Linear Functionals on Hilbert Space‏ 
لنستعرض في فضاء هيلبرت ٨‏ داليا خطيا ( × )/ - بما أن القضاء ۸1 هو 































للدالي ( ×) ر 





قإقنانعتير الدالي ( 1 )/ 


دالي خطي إذا كان جمعياً ومتجااساً ومستمراً ( لنلاحظ أن 





أحذ قيماً مركبة ليست مرتبطة ببعضها ) . 





ليكن ()/. دالياً خطيا معرقاً قي فضاء هيلبرت ٨1‏ . ولئرمز ب 1 . 
لمجموعة أصفار هذا الدالي » أي مجموعة العتاصر × < ٨‏ والتي من أجلها 
f(x) =0‏ 

L={xeH| f(x)=0} 
إن ا فضاء جزئي . إذ إن £ متنوعة خطية ينتج مباشرة من كون / جمعيا‎ 





ومتجانساً وأما كون 1 مغلقة قإنه ينتج من استمرارية الدالي / 
لناخذ عنصراً كيقياً من الفضاء ۸1 وغير ملتم إلى ./ ٠‏ ولنرمز ي 0« 


لمسقط ذلك العنصر على الفضاء الجّتي 1 © ۸ . ليكن »=(ر») ل ٠‏ عندئة 





من الواضح أن 0 * © . لتضع 


فيكون 





f(x) =1‏ 
إذا كان :د عنصرا ما من الفضاء ۸1 وكان 8 > ( “د)/ ء فإئه يكون لدينا 
f(x)-B f(x) =0‏ 


f(x 8x) =0 


وبما أن 


ولترمز يب # للعتصر 


J) = (x.u) (4.2.14)‏ 
والتي تعبر عن دالي خطي كيفي ()/. قي شكل جداء داخلي للعضصر × و 
العنصر مثبت : . إن العنصر 4 يتعرف بشكل وحيد بالدالي /. . في الواقع إذا 
كان أيضاآً 

f(0 = (x.v) 
فإن ذلك يؤدي إلى أن‎ 

0= ) م«دسوع) 
من أجل أي عنصر × د # . وبالتالي فإن 0 «-ن أو ما ع 
من العلاقة (14 .2 .4 ) نجد أن 

|r| =| (xel ك‎ lel lel 
ومنه فان‎ 
lr sll 


ويما أنه من ناحية ثانية ٠‏ لدينا 


“لسلا = سس د ممم 
فإن | / | لا يمكن أن يكون أصغر من ]| وهكذا فإن |ء|= ]/|] هكذا 


نحصل على المبرهنة التالي 
مبرهنة أي دالي خطي (:0)/ معرف في فضاء هيلبرت نَ 

0 2 ()ر 
حيث إن العنصر 4 يتعرف يشكل وحيد بالدالي /. وتبعا لذلك فإن 
)4.2.15( اماع اما 
بسهولة يمكن التأكد من العكس . أي إته من أجل أي عنصر : 2 47 تعرف العلاقة 
(14 .2 . 4 ) داليا خطيا ( )/. يعطى نظيم+ بالعلاقة ( 15 .2 .4 ) . بلك 





تعطينا العلاقة ( 4/ ,2 .4 ) الشكل العام للدالي الخطي قي فضاء هيليرت 77 ٠‏ 
تعرف هذه المبرهنة باسم تمثيل ريس للدالي الخطي في فضاء هيلبر: 





8 * - الفضاءات المرافقة والمؤثرات المرافقة 
Conjugate Spaces and Adjoint Operators‏ 


كنا قد أشرنا إلى أن مجموعة جميع الداليات الخطية المعرفة على فضاء خطي 
منظم £ تشكل فضاء باناخ ”£ و الذي يسمى بالفضاء المرافق للفضاء 2 . 
باستخدام الشكل العام للداليات الخطية » يمكننا » في بعض الحالات ؛ بيان طبيعة 
القضاء ”£ بدقة إلى إيزومورقيزم ( بغض النظر عن ايزوموقيزم ) . 
١‏ . ليكن [/ , 0 ] © > . ولنستعرض مجموعة التوابع ذات التغيرات المجدودة 
(۲) ع والمعرقة على المجال [ 7 ,0 ] والتي تؤول إلى الصفر في النقطة 
6 -/ . وسنفرض أنه قي نقاط الانقطاع م يكون ( 0 -+ ) ج “ (7 ) ج . من 
ح أن هذه المجموعة هي فضاء خطي بالنسية لعمليتي جمع تابعين وضرب تابع 
بعدد حقيقي المألوقتين . لنعرف نظيمآ . لنضع 














الواضح 





ابع ذات التغيرات المحدو 
1 


دعام - لكا 





بسهولة يمكن التأكد من ان جميع موضوعات النظيم محققة ؛ لذلك نحصل على فضاء 
خطي منظم ترمز له ي 1 وعناصره هي التوايع ذات التغيرات المحدودة على 
01 . 
لنستعرضء من ناحية ثانية » الفضاء [/ .0 ] "© - “6 فضاء جميع 
الداليات الخطية المعرفة على [/ .0 ]© . برهنا أعلاه أن كل دالي خطي 
[0.7]*© ح/ يعرف وبشكل وحيد تاعا (7)ج ء 0 -(0)# وذاتغير 








محدود . ودالعكس كل:تايع (1 ) بم ء 0 > (0 )© وذي تغير محدود يقابل دالياً 


[/ ,0] "© >/ ولهذا فإئه يوجد بين مجموعة جميع الداليات الخطية من 
٥] 0, 1[‏ ومجموعة جميع عناصر قضاء التوايع ذات التغيرات المحدودة تقابل 
(1-7 ) . ويما أنه من الواضح » بأن مجموع الداليين :/+ 7/. يقابل بالمجموع 





فإن التقابل ايزومتري . 
من وجهة نظر العديد من مسائل التحليل التابعي يعتبر هذان الفضاءان غير 
مختلقين ولذلك غالبا ما يذكر بأن القضاء المراقق لفضاء التوايع المستمرة هو فضاء 
التوابع ذات التغيرات المحدو 
٠ "‏ ليكن!/ ,0 ] 2-17 وبالإضافة إلوذلك لنأخد الفضاء [ / ,0 ] "1 حيث 
55 
ET‏ 
بما أن كل دالي خطي [1, 0 ] 1.7 © / يقابل وبشكل وحيد بتايع (۲)» من 
1 .0 ] ”12 وبالعكس ء فإنه يتعرف لدينا تقابل ( / - 7 ) بين [ 0,1 ] "1 و 
[1 . 0 ] "1 . وكما ذكرنا سايقاً » يمكن التأكد من أن هذا التقاببل إيزومورفي و 
ايزومتري - أي إن [0,1] “12 - [4”]0.1 على أن نفهم هذه المساواة بأنها محققفة 
( بغض النظر عن إيزومورفيزم ) بدقة جتى إيزومورفيزم . في حالة خاصة ومن 
أجل 2 < م يكون [ 1 .0 ] ”1 =[ 0,1 ]1 ولهذا فإن الفضاء [ 0,1 ]1 
يسمى فضاءً مترافقاً ذاتياً . 
٠ ۴‏ بسهولة يمكن التأكد من أن ,ا= ,1 » وفي حالة خاصة فإن ,/- ؟/ . وجدنا 
أن فضاء المؤثرات الخطية المحدو من الفضاء الخطي المنظم ,م4 إلى الفضاء 
الخمل يكون د ص اما . وققا لذلك نجد أن 
الفضاء "£ المرافق للقضاء الخطي المنظم ۴ هو فضاء باناخ ( ليس من 
الضروري أن يكون £ تاماً) . ويما أن الفضاء [ 0.1 ]1 هو الفضاء المرافق 


E ALO‏ ,1 هو الفضاء المرافق ل ,1 فإننا 
9 م 


انجد وفقآل ”و 5 أن القضاعين [0.1 ]17 و را تامان . 











الفضاءات الاتعكاسية 5©-570 76/122706 . ليكن 8 فضاءً خطيا 
منظماً + وليكن £ الفضاء المراقق له . بما آن £ هو فضاء خطي منظم أيضاً 
- 6 وهكذا . 
لنستعرض بشيء من التفصيل الفضاء £ 
اليات الخطية / المعرفة على “م الي عناصره هي الداليات الخطية المعرفة 
على 2 . لنأخذ الدالي الخطي ( * ) / المعرف على £ . هتا يكون الدالي /. مثبتا 


أما »د فهو متحول في 2 . 





فإنه يمكننا بناء 





إن هذا الفضاء هو قفضاء 





لنأتي الان إلى عبارة ( :3 )/. من وجهة نظر أخرى . ستعتبر أن + 4 
عنصر مثيت أما /ر فهو عنصر متغير من ”£ . أي إننا نقابل كل عنصر /< "£ 





بعدد حقيقي ( × )/ . بكلام آخر يمكننا النظر إلى العبارة ( 6د)/. من أجل : 

مثبت و / متغير كدالي / معرف على الفضاء "£ . لذلك يمكننا أن نكتب 
0 - مر 

دالي خطي ٠‏ وبالتالي فان ,۴ 3 * 








بسهولة يمكن التأكد من أن 





الحقيقة إن 
Fh +f) = (fi f: (x) = f(x) * f(x)‏ 
Fh J+ Fz(f)‏ = 


|“ ا اء| “ IEOI=IfON‏ 
من هذا ء وفي حالة خاصة : يكون 
7 لیکن على سبيل المثال 
ذناع ك (ماخل ع زعام 


بتثبيت / وتحويل ():د نحصل على الحالة الأولى ٠‏ وبتثبيت (1):د وتحويل () بم نحصل على الحالة 


الثقية 


Il <1 =|‏ 
واستناداً إلى النتيجة الأولى من مبرهنة هان - ياناخ والتي تؤكد وجود دالي خطي مثل 
ډار ونظيمه يساوي الواحد ]| || ء من أجل كل عنصر + وبحيث إن 
٠ ] (| > |‏ قإنه من أجل هذا الدالي نجد أن 
اماع اصاما ع ادها 


TE) 
| -اما) احا اما« اديس‎ 
وبالتالي يكون لدينا‎ 
اد اما‎ A 
بمقارنة (/ .3 .4 ) و(4.3.2)نجد‎ 
انا اما اما‎ 


يسهولة نجد أن 
(f) =F, (fJ + EL)‏ 
Fı, (f) = AF(/)‏ 
بهذه الصورة نكون قد قايلنا كل عنصر × د £ بدالي ۴١‏ د “£ ٠‏ إضافة إلى أن 
هذا التقابل بين £ والمجموعة ۴)١‏ د 2 هو تقابل إيزومورفي وايزومتري 
( كون التقايل وحيد القيمة بالت (1 -1) بين م و[ ) ء ينتج من 
( 3 3 .4 ) ) بالتالى فإن م ت ”2 . في الحالة التي يكون فيها **:/ - جر 
فإن الفضاء 6 يسمى فضاءً انعكاسياً . 
مثال )١(‏ . إن الفضاء الإقليدي ذا ال 7 بعد هو فضاء انعكاسي . في 
الحقيقة ؛ إذا كان :4 هو الفضاء الإقليدي ذو ال 7 بعداً فإن */ يكون أيضاً 
الفضاء الإقليدي ذا ال ” يعداً وبالتالي فإن £ فضاء إ 
أنه إذا كان واحد من القضاءا ال بعدا جزءاً من 
فإنه من *" ج £ ينتج أن 6 


مثال (۲) . الفضاء [/,0 ] .8 (م > / ) هو قضاء انعكاسي . في الواقع لدينا 











(LF [0,1] J = (L[0,1]) = [0,1]‏ > ]0.1[ كمد 

مثال (؟) القضا 
المثال السابق . 

مثال (4) . لتستعرض القضاء [1 , 0 ] © ولنبرهن على أن هذا القفضاء 
ليس فضاء انعكاسياً . لنفرض العكس - أي إن 
أي دالي خطي (/)7/ معرف على الفضاء 7 فضاء التوابع ذات التغيمرات 
المحدودة ينبي أن يكون من الشكل (×)/ = (/) ,۴ هن أجل اختيار مناسب 
للعنصر ×د[1 ٥)0.‏ بق الشكل العام للدالي الخطي /)١(‏ المهرف 
على [/ .0 ] © نجد أن أي دالي خطي (/.)/ يكون من الشكل 








,ا (م > 7 ) فضاء اتعكاسي . ينتج ذلك كمافي 





[1 .0 ]© فشاء انعكاسي » عندكذة 





(4.3.4) 0ا ره قاع [ ع هار د قرام 





رمزنا ب (/ )/ للتابع ذي التغيرات المحدودة والذي يقابل الدالي ( * )/, من 
٠ ©']0. 1[‏ لتستعرض الدالي 
FS) = f(1,+0 )-— f(1, =0)‏ 


الذي يقابل كل تابع ( ١‏ )/ ذي التغير المحدود بفقرة ذلك التابع في النقطة ,1 . مسن 





هذا الدالي جمعي » كما 
|F. (| =| 7(1, +0 )- f(1, =0) | <‏ 








وبالتالي فإن (/),,/ دالي محد 


فإنه من الواضح أن 0 (/) »۴ في الحقيقة » يكفي أن نستعرض (ا/) ۴ 


نظيمه لا يتجاوز الواحد . بالإضافة إلى ذلك 





عام 
مام 


/ (0 = E 
. 5 


استناداً إلى العلاقة ( 4 . 3 .4.) ينيغي أن يوجد 





تابع مستمر مثل (7) بحيث إن 
0 


0 || 1 af كت‎ 


ع4 زعاءة [ = زاارر 


١‏ 0= ( ,)۴ وذلك لأن التلجع )١(‏ رر مستمر على المجال 
٠ ] 0. 1[‏ ومن ناحية ثانية ومن كون 0 ± ( )۴ ينتج أن 0 ± (/),د وأن 


/ 1 
Fh) = f xD 4f = f xidar >0 


هكذا نصل إلى .ناقض ء وهذا التناقض ناجم عن فرضنا أن لكل دالي خطي 
۴ د [0,1] "€ الشكل ۶ . أي إن الفضاء [1 ,0 ] ٥‏ اتعكاسي . 
لقد برهن بليسنير ( 7/0557 .1 .4 ) أنه من أجل تطبيق طبيعي ‏ إما أن يكون 
E‏ = £ وإما آن تکون جمیع الفضاءات £ , £ 
المزيد من التفاصيل حول هذا الموضوع يمكن العودة إلى كتاب 
N. Dunford J , Sehvartz . Linear Operators , Part 1 . General‏ 
Theory‏ 


المؤثرات المرافقة - 076701075 /40/017. . لنستعرض المؤثر الخطي 
والمحدود 4 > : الذي يطبق الفضاء الخطي المنظم ,5 في الفضاء الخطي 
المنظم ٤,‏ . 
ليكن (1) 7 داليا خطيا معرفا على ,5 › عندئذ يكون ( ١ر‏ ) م معرفاً من أجل 
×4 = حيث إن × عنصر ما من ,£ ومن أجل ×4 = « يكون لدينا 

0(»)= (4x) = f(x) 

حيث إن ( × ) / دالي معرف على ,£ . من الواضح أن ( ند )/ر خطي . بذلك 
نجد أن كل دالي © 3 + يقابل بدالي / < ;£ وبهذا يكون لدينا مؤثر مرف 
على £ ومجموعة قيمه متوضعة في ٠‏ . لنرمز لهذا المؤثر ب “4 . يسمى 


7 ليكن £ فضاء خطيا منظماً وليكن £ القضاء المرافق نفضاء باخ "4 يسمى 

التطيق < ×: / 

للفضاء £ في القضاء ”£ والمعرف بالعلاقة + =١"‏ 5 من أجل ”دد £ بالتطبيق الطبيعي ل 
ع ي £ . أحيانا يسمى التطبيق المعرف أعلاء بالايزومورفيزم الايزومتري الطبيعي ل £ في ٤”‏ 


4 





المؤتر "4. بالمؤثر المراقق للمؤثر 4. - إن المساواة (>)/= («)م تكب 
على الشكل 

J 1 

مبرهنة ١(‏ ) . المؤثر المرافق 4 اللمؤثر الخطي والمحدود 4 والذي 

يطبق الفضاء الخطي المنظم ,5 في الفضاء الخطي المنظم ,85 هو مؤثر خطلي 











ومحدود ؛ و 
> ما 
البرهان . من الواضج أولاً أن المؤثر "4. جمعي ء كما أن 
ك |40 |o(‏ = |70| = |400[ 
اا ۸ا اما = 1١4ا‏ اما > 
ومنه نجد 
lel‏ 141 = |40| 





وبالتالي فإن 4 مؤثر محدود » وبالإضافة إلى ذلك 
(4,3.6( 41ا “= |4 





ليكن :د عتصراً ما من ,6 . استناداً إلىالنتيجة الأولى من مبرهنة هان - 





باناخ ينتج وجود دالي مثل ,؛ 3 +6 و نظيمه يساوي الواحسد : 1 > || ,|| 
وبحيث إن | ,:د4]| - (,4) ,ب .ومن ذلك نستنتج أن 

a, |= oc 4x,) = f(x) SL lel = 
اها اهما‎ < lel lellsl = lel 
وبالتالي فإن‎ 
ادا‎ > | [ )4.3.7( 








وهو ما يثيت صحة المبرهنة 


مثال )١(‏ . ليكن 2 فضاء ذا 7 بعداً وليكن المؤثر اح 2 : ف معرفاً 





بالمصفوفة (47! من المرتبة 7 والمساواة 
Ax‏ = 


حيث اټ 


والتي تكتب علىاله>ا 


النستعرض الدالي الخطي “ر< "5 حيث (بال.. 
f= ELE‏ 
لذا قان 


بره ع 507 ع ,ور عد رجه )ر 


( ,هع ) 2 - ريه 


2 


إن الشعاع (,۾,. . . .دع ,ر )= ۽ هو عنصر من الفضاء ٤‏ ونحصل 

عليه من الشعاع (//., */ المنتمي إلء, اله أماء نفسه بالتطبيق 

الخطي 4 : / "4 = ج المولد بمنقول المصفوفة المعرفة للمؤثر 4 . بالتالي فإن 

الانتقال إلىالمؤثرالمرافق في الفضاء ذي ال 7 يتم بالانتقال إلى منقول المصفوفة . 
مثال (؟) . لنستعرض في الفضاء [0.1 ] 17 المؤثر 


f K(1.s) x(s) ds‏ - مار د دا 


حيث إن (1/.5) 6 انواة مستمرة 


ليكن /)١(‏ داليا خطياً معرفاً على [/,0 ] 17 ٠‏ عندئذ يكون ل (:0)/ الشكل 
7 


IW = (sf) = Û sD /)0( 4 2 f (r) é L ]01[ 








f(Ax)= ff) { f Kas)x(s)ds ¢ dt = 


xs) {jas f(r) 4 ds 


fxs) g(s) ds 


g0 = KON f(s)ds 


بذلك نجد أن الائتقال إلى المؤثر المرافق قي هذا المثال يعني تبديل موضعي المتغيرين 
في النواة ( تسمى النواة (5,۲) £ بمنقول النواة (8 ,۸)۲ ) 


8 ؛ - فضاء باناخ ذو القاعدة 
Banach Spaces With Basis‏ 
تعريف . ليكن 5 فضاءً لانهائي عدد الأبعاد من النمط 8 ( قضاء 








ق 

إن باناخ ) نقول عن متتالية العناصر ده . ر» من 2 إنها قاعدة 
في هذا الفضاء إذا مثل أي عنصر × د £ ويشكل وحيد على الشكل 

/ إذا وفقط إذا كان 0 = بي من أجل جميع 7 ٠‏ 





تشكل مجموعة العناصر 
210100 ل 0,0.....4 ,1,0{= ej‏ 
أنه من: أجل أي حتصر يكون لذي 


0 - |] 


2 


im Z %4‏ ع د 


© ] 0, /[ لتستعرض في الفضاء‎ . ٤ = ©]0 , 1[ ليكن‎ ٠ 


ارم uo!) , a(t) , urı(1) u(t),‏ نسار 
)4.4.1( ,)1( 








يوذل e EF, wm‏ رق غي 


النحو الآتي 


0= () بتاكانت , 





من ذلك المجال فإن المنحة 


ارتفاعه 





ي الواحد (قي الشكل ( 5 ) ممثل المنحني البياني للتابع (1) دد» ) 


Ml 





الشكل ( 4 ) 
إن كل تابع (1) ×< [1 .0 ٥]‏ يمثل قي شكل سلسلة 


x() = ay1 +a, (1-1) + YZ Ya, u, (1) (4.4.2) 





حيث (1)×= ره , (0)لددره 
ة في الشكل ( 4 ) 
من الواضح أن المنحني البياني للمجموع الجزئي 


فيمكن إيجادها و بشكل 


وحيد بطريقة هندسية 





a,(1)+a,(1-1) + > 3a, 1(1) 





للسلسلة ( 2 .4 . 4 ) هو خط منكسر عدد رؤوسه يساوي 7 + *2 رأساً . واهته 
الرؤوس واقعة على المنحني (/ ) د > د في نقاط فواصلها متساوية البعد . إن 
مجموعة التوايع ( 1 .4 .4 ) تشكل قاعدة قي القضاء [1 , 0 ] © 

إذا كان 2 فضَاء ذا قاعدة فإنه » من الواضح ء يكون قابلاً الفصل ٠‏ وتكون 
المجموعة القابلة للعد والكثيفة قي كل مكان في القضاء ذي القاعدة هي مجموعة 


التراكيب الخطية من الشكل ,© ؛, 2 ذات المعاملات العادية +7 ( المعاملات فيها 


أعداد عادية ) . من الطبيعي أن تفرض أن كل فضاء من التمط 8# وقابل لقصل 
يمتلك قاعدة ٠‏ وبالرغم من انه في جميع قضاءات باناخ المعلومة والمعرفة والقابلة 
للفصل قد بنيت قواعد إلا أنه لم يبرهن على وجود قاعدة في أي فضاء قابل للقنصل 
من النمط 8 . 

ليكن ,2 > 6 قضاء من النمط 8 ولتكن . . , .4 , . . . .و6 ,ر٠‏ قاعدة 
فيه . لنستعرض القضاء الخطي ,5 والذي عناصره جميع المتتاليات العددية الممكنة 
٠< ) 71 ٠ hs ١‏ والتي من أجلها تتقارب السلسلة 


© ,4ر2 ٠‏ لنعرف في ,£ نظيماً على النحو الأتي 


| | دن 


سنبين الآن أن ٤,‏ فضاء من النمط 8 . في الواقع ٠‏ بسهولة يمكن التأكد من تحقق 
موضوعات النظيم . ولنقرض أن المتتالية 
“7 )ع زر + {AFC‏ 


متقاربة في نقسها » عندئذ من أجل 5 > 0 معطى يكون لدينا 
o. = | ("=f )e | 22 RS E‏ 
وبالتالي فإن + 


| a | > (4.4.3) 














من أجل 1.۸« > (2) ,7 و أي عدد 7 - من ذلك 











۴ 4 
> ("n Ye YS ("mf Ye, 








- 7" e, 








2< | كت | ع 
mM‏ 





> | بسر جوم | 


le. 


من أجل 77.4 > () ,1 ومن أجل أي عدد ” . بالتالي قإن المتتالية العددية 


"7 تتقار 





إلى نهاية ما مثل ”/” وهذا الأمر محقق من 
إلى النهاية قي المتراجحة ( 4.3 .4 ) عندما 





أجل أي عدد 8 . بالانتقا 
مه 4 تجد 

1 َ . 
(4.44) م > إن(" - ")ا 2 
من أجل ” > (ء) ر« ومن أجل أي عدد ” ٠‏ لنضع 


"= ym e 








المتراجحة (4 .4 .4) يكون لدينا 
ع + | "ع -5؟ | > | 





من أجل +7 > (6) ,8 و من أجل أي عدد 7 وأي عدد م > 0 . 
لتفرض الآن أن 4 > 0 عدد معطى ماء لنختر أولاً العدد م ومن ثم (6)/ 


2 ومن ثم نثبت 77 > (5) ,7 و نأخذ عددا 7 بحيث 








2 





ممكن ينتيجة تقارب 


من أجل «ك و ومن أجل أي عدد م > 0 ( هذا 





السلملة إن "0 زد ) . عنتة 


as | > 


من أجل #ك مه ومن أجل أي عبد م >0 . 


ب 2 


تتقارب وبلتالي فلن ,> (... .7 .... .إ7 :7 ]= رر .وبا که » 
وبالإضافة إلى ذلك ء ينتج من المتراجحة ( 4 .4 . 4) أن 


مك أورسن - "رن ا sup‏ 
8 


من أجل +« ک وس 
أي إن 
< جم« :م هك l=]‏ 


وبالتالي فإن الفضاء ,۴ تام .من الواضح أن كل عنصر : 


© 71 > يقابل يعنصر وحيد ,ل © ,)د وعلى 


= Ù me 
) وبالتالي يمكننا أن نعتبر أنه لدينا مؤثر 4, يحقق تقابلاً (1-1) (غامر و متباين‎ 
ال ,2 على :4 معرفا بالعلاقة »د > 4 . ويسهولة يمكن التأكد من أن المؤثر‎ 
خطي . بالإضافة إلى ذلك فإنه محدود . فى‎ 4 


ادك زمه | س < | 












(*)4/ . من الواضح 


)/. ء فنحصل على متتالية لا نهائية من الداليات 





/ د “6 إضافة إلى أن كل عنصر نده # 
يمكن كتابته على الشكل 


6 (*)/ 2 دع 


النضع ؛ في حالة خاصة ٠‏ ر = × قتجد أن 


1 if i=J 
0 if 1 * ل‎ 





1 ifi 








للعلاقات ( 5 .4 .4 ) ء مثل هاتين الم تسميان بثنائيتي التعامد . 


ss 





لنأخذ الآن دائيآ ما / د ع 


x ا‎ fi (xJe; = lim > / (x)e, 


فان 


f(e) سناد 1 0)/]/ ا سلدء‎ X> /(x) (e, = 


2 


= Ê OIE) 


لنرمز ب © ل © )/( (©)/ر> نك ) فنحصل عندئذ على التمثيل الأتي 
(R= e OR)‏ 


52 
من أجل أي دالي / د ع . أو 
)4.4.6( ر 


من الواضح أن التمثيل (6 .4 .4 ) وحي 


ب من أجل كل عنصر + د 7 





1 
[s.x مك‎ | 5 | l4 =“[4 | ا×|‎ 


اعا |47| 2< la.‏ 
الشكل المصفوفي لمؤثر في فضاء ذي قاعدة . ليكن 4 مؤثراً خطياً 
هذا القضاء في نفسه 






























x 4‏ 
وبالتالي فإن 
4e,‏ ذا تيت روزا د حك ع نر 
وبما أن ٠,‏ 4 هو ء مجدداً ٠‏ عتصر من 2 فإنه يمكن نشره بدلالة عناصر القاعدة 
e, = > o,‏ 
وعندئذ يكون 
2a 3 )4.4.7(‏ 4 ونا = 4 = و 
وبما أن ١ر‏ أيضا عنصر من £ فإنه بالمثل يمكن نشره بدلالة عناصر القا 
2 ا 
he a‏ 
8 





ن المساواة (9 .4 .4 ) تبين أن المؤثر 4 يتعرف بشكل وحيد بالمصفوفة 
اللانهائية ( :,,4 ) ( بدلالة هذه المصفوقة وبمركبات العنصر د تتعرف وبشكل 
وحيد مركبات العنصر عدا > بر ) 
لنستعرض الآن المؤثر “4. المرافق للمؤثر 4. والذي يطبق الفضاء "8 في نفسه . 
لنفرض أن م 4 </ ٠‏ أي إنه من أجل أي عنصر ×< £ يكون 

o(A4x) = f(x) 
ولنفرض أيضاً أن‎ 


piAx) =0 


n o) | = ım È ( a.) 9e 


im | e) 5 


(Ax) = JO = DAN =D dê 


2 





وبالتالي قإن 
Za, = lim > e | 5 (4.4.10)‏ 


ليكن ,رن >- :د أي دن ليل ومع 1 عت لوا 
العلاقة (4.4.10) 


إن المساواة الناتجة تبين أن المصفوقة المقايلة للمؤثر المراقق هي متقول المصفوفة 
الموافقة للمؤثر المنطلق . مثل هذا التمثيل للمؤثرات ومرافقاتها يتحقق على سبيل 


المثال في الفضاء ,/ . من التمثيل المصقوفي للمؤثرات ٠‏ بسهولة نجد أن 


'(4+8) )1 
)48( )2 
(إذا كان "#موجوداً ) َُ4( 9 وي 
كما أن هذه العلاقات يمكن استنتاجها دون الفرض أن الفضاء يتمتع بقاعدة قيه . 
الجداء السلمي - العناصر المتعامدة - الجمل ثنائية التعامد : 
Inner Product and Orthogonal Elements — Biorthogonal‏ 
Systems‏ 
ليكن 523 و / داليا خطيا معرفا على £ أي إن /د £ . لنستعرض 
العبارة : 
f(x) = (xf) = (f. x) (4.4.11)‏ 
إن هذه العبارة ومن أجل ٠‏ , / متغيران هي دالي ثنائي الخطية بالنسبة 
لمتحوليه أي إنه خطي بالنسبة لكل واحد من متحوليه . إن هذا الدالي ثنسائي الخطية 
يؤول إلى الجداء الداخلي للعنصرين :د اعد نخدم ني 6 قضاء 
هيلبرت أي إن ”£ = £ ( انظر العلاقة 14 4 ) + لقد جرث العادة حقى في 
الحالة التي يكون فيها "£ و £ غير متساويين ( "£ +£ ) أن تسمى العلاقة 
(11 .4 .4 )بالجداء السلمي ( الداخلي ) للعنصرين د 8 و <f‏ ع . 
نقول عن العنصرين × < £ و / 3 "2 إنهما متعامدان إذا كان 





2020و "- ار 


.د» . © ) وکا 


من £ فإنه من أجل أي عنصر + 53 يكون 


نوات ب = ا 


من أجل ” > 4 واستناداً إلى العلاقة (12 .4 -4) 
المجموع إلى الصفر باستثناء الحد 
- لكاي 


ومنه یکون ( ا ) وبالتالي فإن العلاقة (13 .4 .4 ) تأخذ الشكل 


= (xf )x (4.4.14) 
2 


وبالمثل » إذا کان 





















= ر 





ء ( 4.15 .4 ) يسلسلتي قورييه الموافقتين 





1 المتتوعة الخطية المولدة بالعناصر 


ند : بما أن العنصر ,د يقع على مسافة 4 >0 مين 21 





( استناداً للاستقلال الخطي للعناصر 





:د ولكون ,1 مغلقة ) فإنه 





يوجد دالي خطي ( 1 ) (/. بحيث إ 


على العناصر 





0 >(3)/ على ,1 وفي حالة خاصة 
fi (xı) =1 »‏ 
ه العملية من أجل المتنوعة الخطية : 
Lı = L(x. x3. 1‏ 

والعنصر × ومن ثم بالاستمرار على هذا النحو نحصل على جملة السداليات 
المنشو 
بالعكس ٠‏ لنفرض أنه لدينا جملة الدال 
خطيا » أي إنه من 
























E‏ :ل د المستقلة 


A J, (x)+ A, f(x) + + 3, f, (x)=0 





من أجل أي عنصر د 3 42 . عندئذ توجد 
جملة من العناصر مثل إ × .ده , ,5 ) © ثائية التعامد مع جملة 


الداليات تلك . لنفرض أولاً أن / - 7 . بما أن 0 # (*) بكر فإنه يوجد عنصر 


ع العفصر 


عثل مد بحيث إن © -(م) | ؛ (420) و 








6٠‏ ولترمز ب 14 للمتنوعة الخطية 


f(x)=0 , f(x)=0 .f(x)=0 
أي عنصر × <£ يكون العنصر‎ 
رعا عو ين وه 1 مد عه‎ 
منتعيا للمتنوعة الخطية ,14 . في ۸4 يوجد عنصر مثل «ند بحيث إن‎ 
وذلك لأنه قي الحالة المعاكسة يكون (/ ) //ر مساوياً‎ ) ©» 0 ( // )50( > © 
: «/ للصفر من أجل جميع العناصر‎ 


0 > رعارى بعر 


f,(x) Sf) f(x) 


من أجل أي عتصر ×< £ وهذا يعني أن 7/. هو تركيب خطي للداليات 
مل ٠‏ ءا .4 وهذا مناقض للفرض . 
هكذا . يوجد عنصر مثل 0 وبحيث إن 


> (متارل > (متازل , معهع-(ردار/ 
لنفرض. الك > ,دا فنحصل على العنصر الأول من الجملة ثنائية التعامد 

a 
و بإعادة نض الخطوات من أجل المتنوعة الخطية‎ 

01>-9)مل.. ... 0- (عارل , 0 دزع) نه دراز 
والدالي + نحصل على عنصر × وهكذا 





















أي من الداليات /ر ال 





001 عع ESAT‏ اه امون 11 





2) f(x) = f x(r) sir dt x e ZF [0.1 


a 5 E 





حيث 1 متنوعة خطية عناصرها > < را ومن أجلها تتقارب السلسلة 
١ Ej sink‏ 1ت ادامر 


؟ -ليكن 7 فضاء خطيا ذا / بعدا ٠‏ عناصره الأشعة الحقيقية 


أوجد الشكل العام للدالي الخطي المستمر في 7 واحسب نظيمه . 






)١- ٣‏ ليكن المؤثر "# و ”/ :4 معرفا بجملة المعادلات 






ادع Zapê‏ = نو 








ولنستعرضه كمؤثر في 8 ( انظر التمرين؟ ) 





lal =, max > |4|‏ 
4 - تحقق من أن العلاقة 


> cx) 


.:؛ .+7 جملة من تقاط المجال [ .© ] و بد # «تعرف 


دالياً خطياً ومستمراً قي القضاء [ 5 ,4 ] © ثم احسب نظيمه . 


f(x) 


حيث ,1 , 


: تحقق من أن العلاقة‎ - ٠ 


2 


/ (x) 


»> < ا تعرف دالياً خطياً ومستمراً قي 


ليكن ±0/ د *8 . ولتكن 7١‏ -(*)/ : 8ع :| -/1 .برهن 


1 
I7 


۷ - ليكن العدد م > / مثبتا . من أجل أي قيم ل © د # ينتمي الدالي + 


f(x) = | O ar 
E 


inf 


للفضاء [0.1] 17 . 


۸ - اكتب في شكل تكامل ستيلتيجيس الدالي / الخطي والمستمر على [/ ,/-] © ٠‏ 


حيث /. معرف بالعلاقة 


f(x) = f rx() dr -2x (0) 


-لتكن × د , ر مجموعة من عناصر الفضاء الخطي المنظم 


5 » مستقلة خطياً ء لتكن ,© . . د , ب مجموعة من الثوابت الحقيقة . 


برهن على وجود دالي / 3 £ بحيث إن 
f(x) =a: (E= 1.2, 0‏ 




















١‏ -لتكن .4 متنوعة خطية في الفضاء الخطي المنظم 5 . برهن أن .4 تكون 
كثيفة في £ خطي / 553 مساويا للصفر على 1 
مطابقاً للصفر . 

8 -ليكن £ قضاء خطياً منظماً . برهن أنه إذا كان *5 قابلاً الفصل فإن‎ ۲ ١ 


يكون قابلاً للفصل . هل العكس صحيح ؟ . 








۳ - برهن أن الدالي الخطي والمستمر (/0 )+ (3)/. في الفضاء 
[1 .1-] © لايمثل على الشكل : 


f(x) = jx» g() d1 


حيث (/)ج <[1.1-] ٥‏ . أوجد تابعاً مثل (/)ج ذا تغير محدود على 


: المجال [ / . /-] وبحيث إن‎ 
f(x) = jx a £() 


14 -ليكن (۲) »× تليعاًمن الفضاء [ / .1-] © . لنضع : 
x(-1)+x(1)‏ 
ESO‏ 

7 


f(x) = 1 x(t) dt 





/ دالي خطي و محدود + 


۲ ) أوجد تابعاً مثل (/ ) بم ذا تغير محدود على المجال [1.1-] 


)برهن 











ا 
ويحيث إن : 


x0 d (0)ع‎ 


4 
١‏ -ليكن (1) مد 0.1[9]© تاعا 
٤ ] 0, 1[‏ القضاء الجزني الأحادي لبعد |[ (/ )م ) - 1 حيث 2 ١‏ #ر» 
ولنعرف على / داليا خطيا بالعلاقة م > (+«)/ إذا كان 0 > بد . 
١‏ )برهن ڵن 1= |/| . 
7 ) استناداً إلى ميرهنة 
على القضاء [1 , 0] © 
*) - (2) سد ءم) 20 


م 


-ليكن ”£ الفضاء الثاني البعد والذي عتاصره . 
3 


خطيا معرفا على الفضاء الجزئي 4 [0- ين 
بالعلاقة ,د > (3)/ . برهن على وجود تمديد وحيد ل/ على ٤‏ مع 
الحفاظ على النظيم ثم أوجد ذلك التمديد . 








الفصل الخامس 
المجموعات المتراصة في الفضاءات المترية 


وفي الفضاءات المت 





منذ زمن بعيد 


إيد غن مائة عام ٠‏ لاحظ الرياضي التشيكي بولزانو أن كل 
مجموعة محدودة وغير منتهية من المحور الحقيقي تمتلك ٠‏ على الأقل ؛ نقطة تجمع 
واحدة ء كما أنه لقت الانتباه إلى أهمية هذه النظرية في بناء قوي للتحليل الرياضي . 
القد استخدمت في حساب التحولات . وكذلك في إثبات مبرهنة وجود حل لمعادالة 


تفاضلية عادية فكر تمفسل متتالية متقاربة من بعض مجموعات ليست نقطية بل إن 





عناصرها هي توابع أو منحنيات : وفي غير ذلك من المواضيع ٠‏ وقد قاد هذا الأمر 


إلى تعريف عام للمجموعات المتراصة والمتوضعة في قضاء ما . 
٠ ١ §‏ تعاريف . مبرهنات عامة . 


لتكن £ مجموعة متوضعة في فضاء متري + . تسمى هته المجموعة 


متراصة إذا احتوت كل متتالية من عناصرهذه المجموعةعلومتتالية جزئية متقاربة 


۸ ولم تتتم 
إلى K‏ فإن × تسمى مجموعة متراصة في الفضاء X‏ . من الواضح أن الشرط 
اللازم والكافي كي 


1 
ومغلقة 








متراصة في نضها »أن تكون متراصة في الفضاء كر 


في حالة خاصة ٠‏ إذا احتوت كل مجموعة جزئية وغير منتهية من الفضاء 4 على 


متتالية جزئية متقارية إلى عنصر ما من ١‏ فإن الفضاء × يسمى قضاءٌ متراصاً 











اص متراصة . من الواضح أن 
متري تام ٠‏ 
مثال ١‏ . ليكن [7 ,0 ] > "ل . من الواضح أ 


وذلك استتاداً إلى مبرهنة بولزانو - 


مثال ۲ . لیکن 


مثال ١‏ . ليكن X‏ هو الفضاء الإقليدي ذا ال ۸ بعداً ,5 . بشكل 
مماتل لما سبق نجد أن '1. ليس متراصا وأن كل مجموعة محدودة من عناصر هذا 
الفضاء هي مجموعة متراصة . 

مثال ؛ . ليكن [1. 0] X = ۲C‏ .إن هذا الفضاء ليس متراصاً » 
وأكثر من ذلك فإته في [ 1 , 0 ] € توجد مجموعات محدودة وغير متراصة . 

مثال ٠‏ . ليكن ء/ = ٠ ١‏ هذا الفضاء ليس متراصاً ٠‏ وأكثر من ذلك فإنه 


في هذا الفضاء توجد مجموعات محدودة وغير متراصة › كمثال على تلك المجموعات 


ثأخذ الكرة الواحدية المغلقة (1 .0) 5 = 


في الحقيقة » لنأخذ في 5 المتتالية الآتية : 
er = (1.0.0, J) , e ={0.1.0‏ 
لدينا | ,» - » | من أجل × : ء لذلك فإن هذه المتتالية أو أية 


متتالية جزئية منها لا وهو ما يثبت عدم تراص 5. . كمثال غير تافه 
لمجموعة متراصة في الفضاء +/ هو ما يسمى بمتوازي السطوح الرئيسي في 


فضاء هيلبرت الإحداثي و الذي يمثل مجموعة النقاط ل + 





¢ 


سشتعرضه لاحأ . 

من الممكن إثبات مبرهنة مماثلة لميرهنة الكرات المتوضعة ( كل كرة محتواة في 
ay ¥‏ 

وعلى وجه 1 

مبرهنة (كانتور ) . 





من أجل المجموعات المتراصة دون الفرض 


المبرهنة الآتية : 








أن الفضاء "د تام 








في الواقع ؛ لنأخذ في كل مجموعة 4 نقطة ,د فنحصل على متتالية 
١ه‏ د ,4 . ويما أن 4 متراصة ء فإنه من () يمكن فصل متتالية 


تقاربة مثل | ,5:). . لنقرض أن * 





Xo = lim X 


وبما أنه من أجل أي عدد مثبت ” وبدءاً من الرقم أ > 7 تكون جميع حدود 


تلك المتتالية منتمية ل ,× ٠‏ وبما أن ,/ مغلقة قإن 30 3 8 وعندئذ قلن 


4 [) © ,د وهو المطلوب . 


وجود القيمة للحدية ‏ ( 12/6707 The Existence of an‏ ( 
إن إثبات المبرهنات الأساسية المتعلقة بالتوابع المستمرة والمعرفة على مجال 
مغلق يستند إلى خاصة التراص . ويمكن تعميم بض المبرهنات على الداليات 
المسثمرة والمعرفةعلى مجموعات متراصة في فضاء متري كيقي .على سبيل المثال » 








/)١( ,‏ دالياً مستمرأً ومعرفاً على تلك المجموعة ‏ عندئذ + 


٠ × الدالي ۲ ×)/ محدود على‎ .١ 





Car 11‏ )6.1.1918 - 3.3.1845( رياضى شنتي 





"- يبلغ الدالي( :د)/ حديه الأعلى و الأننى على ۸ 
٠ ١‏ لنبرهن على أن الدالي محدود من الأعلى ( بالمثل يبرهن على أنه محدود من 
الأدنى ) . لنفرض العكس ء عندئذ توجد متتالية من النقاط مثشل [ ,د | بحيث 
يكون 7 < (,د)/ . ويما أن 4 متراصبة في نفسها قإن المتتالية [ ,د] 
تحتوي على متتالية جزئية | > متقاربة إلى تقطة ر د × . عندكئ د .من 
اناحهة أولى يكون < (ږ») / وبالتالي فان » ج (,*) /ر عنتما 
مه جح 4 . من ناحية ثانية ١ا‏ إلى استمرارية الدالي على #2 ٠‏ وبشكل 
خاص في النقط «تداء نجد 

جاع : ور جه رودا ار 
بذللك نحصل على تناقض وبذلك نكون قد أتبتتا محدودية الدالي (»)/ . 
؟ ٠‏ ليكن sup / (x)‏ = 8 .إن هذا يعني أن / > (×)/ من أجل 
جمهع “د 9 اء كما أنه من أجل أي عدد ثم > 0 توجد تقطة مثل يد د م 
بحيث | 
f(x) > 8-e‏ 

بالتالي توجد متتالية من النقاط مثل [ ,]1 يحيث إن : 


Sa)‏ دير 4 دم 
n‏ 


وبما أن المجموعة / متراصة في نفسها فإن المتتالية | ,د | تحتوي على متتالية 
جزئية | ,)| متقاربة إلى نقطة مد 3 4 وعندئذ يكون : 
1 
f(xy )SB‏ < — -6 
0 
بالتاقي فإن * 
lim f(a, )= 8‏ 
من ناحية ثانية ٠‏ بما أن '( : )/. مستمر قي جميع نقاط المجموعة × وقي حا 
خاصة في النقطة ,ند فإن : 
lim f(x, ) = f(x)‏ 





وهذا يعني أن / > ( ,د )/ر وهو المطلوب . 
بالمتل تماما يبرهن على أنه إذا كان (+ ) / عو ٠ t=‏ فإنه توجد تقطة مثل 
رك < ۸ وبحيث إن » = ( ي) / 
ينبغي الإشارة هنا إلى أنه إذا كان الدالي المستمر (6)/ معرفاً 
على مجموعة غير متراصة في نفسها قإنه من الممكن أن لايبلغ الحدين : 
inf /() 7 sup /(x)‏ 


لنستعرض على سبيل المثال » في الفضاء [ 1 .0 ] € المجموعة ۸4 مجموعة 
جميع الداليات )١(‏ × التي تحقق الشروط 0 = (0) »× » 1= (1) »× 


د 51 |()×| max‏ إن الدالي : 


f(0) = jx (0) 


مستمر على 14 ولايبلغ على هذه المجموعة حده الأدنى - 
في الواقع ٠‏ إذا كلن "/ = (/) × » فإز 


وهذا يعني أن : 

inf / (x)= 0‏ 
إلا أنه من الواضح أنه من أجل كل متحن مستمر (/ ) ×+ = × يصل النقطتين 
)1.7(٠ )0.0(‏ يكون ( * )/ > 0 ( من هذا وفي حالة خاصة ينتج أن 
مجموعة المنحنيات المستعرضة ليست متراصة بالرغم من أنها مجموعة محدو 
ومغلقة في [/ .0 ]© 
بهذه الصورة ٠‏ ينبغي علينا ء قبل الاستتاد إلى المبرهتة ١(‏ ) ؛ التأكد من تراص 
المجموعة التي عرف عليها الدالي المستمر . 
إن فرضية بلوغ الدالي المستمر حده الأعلى الأصغري أو الأدنى الأعظمي على 


مجموعة غير متراصة غير صحيحة كما في المثال المذكور . 





تعمم المبرهنة ١(‏ ) على الداليات نصق المستمرة . بالتعريف يسمى الدالي (6:)/ 
نصف مستمر من الأدنى ( من الأعلى ) + إذا تتج من تقارب المتتالية 111,1 إلى 


+ ( ده به ) أن : 


جو 220 رمم ايو 2 (fix)‏ 


ومن أجل هذه الداليات تتحقق المبرهنة الآتية : 

مبرهنة (۲ ). الدالي ( × ) / تصف المستمر من الأدنى ( من الأعلى ) 
والمعرف على مجموعة متراصة قي نفسها يكون محدودا من الأدنى ( من الأعلى ) 
على هذه المجموعة ويبلغ عليها حده الأدنى الأعظمي ( الأعلى الأصغري ) ٠‏ 
لهذه المبرهنة تطبيقات واستخدامات واسعة في حساب التحولات وذلك لأن الصفوف 
الهامة من الداليات المستعرضة هناك ( في حساب التحولات ) هي صفوف الداليات 
انصف المسثمرة . 

معايير تراص مجموعة في فضاء متري 

( Criteria for Compactness) 

سنعطي الآن المعيار الأول لتراص مجموعة متوضعة في فضاء ماري . 
وبغية هذا الأمر سنعطي أولا التعريف الآتي : 
تسمى المجموعة ١‏ من الفضاء المتري '/ بم - شبكة للمجموعة 1/7 من الفضاء 

إجدت من أجل كل نقطة 7 3 /1 نقطة × د ١‏ يحيث إن 
2 )26 

( في حالة خاصة يمكن أز 7 مع الفضاء ۸ ) 

مبرهنة (۴ ) ( هاوسدورف ) ١‏ . الشرط اللازم لتراص المجموعة / 
من الفضاء المتري "ل هو أن يوجد من أجل كل عندد م > 0 , 6 - شبكة 
منتهية للمجموعة 6/ ( إذا كان 1. تاما فإن الشرط يصبح كافيا أيضا ) 

اللزوم . لنفرض أن ۸ متراصة . ولتكن ,× نقطة مامن × 


Hondo F‏ )1442 1868-26-1 .11 .8 رياضى قى 





> > ( , *) م من أجل جميع التقاط + د × ف 





POISE ce el £ 





وفي هذه الحالة تشكل مجموعة النقاط ‏ × , “e x, x‏ شيكة 





للمجموعة 6 () ء وإما أن تستمر اء النقاط ,د دون توقف أو تحديد .إن 





هذا الافتراض مستثنى وذلك لأنه إذا كان 





منتهية من النقاط 2-6 
CE,‏ 9 رودم 121018 





وبالتالي فإن هذه المتتانية أو أية متتالية جزئية منها لا تكون متقاربة ‏ الأمر الذي 


يناقض تراص المجموعة #4 . 





كفاية الشرط . لنفرض أن الفضاء + تام ٠‏ وأنه من أجل أي عدد 





م > 0 توجد - شبكة مئتهية للمجموعة 4 . لنأخذ متتالية الأء: 





0 = ,4 ا ولنبن من أجل كل عدد ,4 منها ,& - شبكة منتهية 
.ل 


اللمجموعة 4 . لنأخذ مجموعة حزئية ما غير منتهية '7 د / ولنحط كل نقطلة 


من النقاط 'إد ,  ..‏ , '/إبد , ا بكرة مغلقة نصف قطرها رى ؛ عندلة 








7' من المفيد ملاحظة أن هذه الع - شبكة مؤلفة من نقاط المجموعة 8 - 





vr 





تفع كل نقطة من نقاط 7 في واحدة من تلك الكرات . وبما أن عدد تلك الك رات 
منته فإنه » على الأقل + في واحدة متها تقع مجموعة غير منتهية من نقاظ المجموعة 
7 . لترمز لهذه المجموعة الجزئية من 7 ي :7 . لنأخذ التقاط 
٠ . x‏ ولنحط كل مثها يكرة مغلقة نصف قطرها وع 
وبشكل مماتل لما سبق نحصل على مجموعة غير منتهية :1 د ,7 متوضعة 
بشكل كامل في واحدة من الكرات التي نصف قطرها :2 . بالاستمرار على هذا 
النحو نحصل على المتتالية 5 د 0 
المجموعات الجزنية غير المنتهية من المجموعة 7 ٠‏ إضافة إلى أن المجموعة 
الجزئية ,7 محتواة قي الكرة المغلقة ذات تصف القطر ,2 ٠‏ وبالتالي قإن المسافة 
بين أية نقطتين من ,7 لا تزيد عن , 

لناهذ الآن نقطلة بي د ,7 ونقطة بي د د7 ومختلفة عن رج ونفطة 
ب < 7١‏ ومختلفة عن د و ب وهكذا . . ٠.‏ بذلك نحصل على متتالية من 
نقاط 7 


إن هذه المتتالية متقاربة قي نفسها . في الواقع .إن 


م د 7 د ,7 من أجل أي عدد طبيعي م . بالتاقي ف 
0<دم, مجم 
ويما أن الفضاء 1 تام فرضاً فإن 
وهذا ما يثبت أن المجموعة × متراصة . 
انتيجة )١(‏ . لتكون المجموعة 4 من الفضاء المتري التام ا متراصة 
يكفي أن توجد من أجل كل عدد م > 0 ٠‏ £ -شبكة متراصة للمجموعة ۸ . 
لتکن ۷ کے - شيكة متراصة للمجموعة K‏ . بتطبيق المبرهنة السابقة 


۷ «نجد أنه توجد و ك شبكة اللمجموعة ]ا وعندشذ تكون رار 
على ٤‏ 











بما أن القضاء 
ة (1)- الفضاء المتراص 1 


في الواقع ٠‏ لنأخذ المتتالية 









منها 





- شبكة منتهية : 





لتكن ١,‏ لأا = 4 من الواضح أن ١‏ قايلة للعد وأنها كثيفة في كل مكان 
ا 
نتيجة(۴). المجموعة المتراصة 4 ( من فضاء متري ١‏ ) محدو 
التكن ١‏ = ,١هي‏ /-شبكة للمجموعة × وليكن 4 
عنصراً مثبتاً من الفضاء المتري ١‏ ولنفرض أن : 
d = max (a,x)‏ 














من الواضح أنه من أجل أية 


* د ۸ يكون 
POTN STF‏ 





إونعق االسقلو 











7 ] هن المجموعات المقتوحة من الفضاء 35 إنها تغطية 


ت كل نقطة »د < ۸١‏ على الأقل لواحدة من 


مبرهنة(٠)‏ . الشرط اللازم والكاقي كي تكون المجموعة المغلقة / مما 
الفضاء المتري ١‏ متراصة في نصها هو أن تحتوي أية تغطية ل ۴ على تغطية 


لزوم الشرط . لتكن ! ,© ! جملة من المجموعات المفتوحة والتي 
تغطية للمجموعة المتراصة في نضها 7 والتي لا يمكن قصل تغطية منتهية منها 
للمجموعة 7 . لنأخد المتتالية ! ,6 ) 


ا« n‏ للا 


S5 (x 5 201" 

بسهولة رى أن ۴١‏ مجموعة متراصة في نفسها وأن قطرها لاايزيد عن ,م 2 ٠‏ 
فإذا لم يمكن تغطية المجموعة ۴ بأية جملة منتهية من ! 6 ) فإن هذا الأمر لا 
يمكن تحقيقه على الأقل من أجل مجموعة واحدة من المجموعات ٠‏ ولنفرض أن 
,۴ هي تلك المجموعة التي لا يمكن بأية جملةجزئية منتهية من [ م © | . 
بنفس الطريقة ومن ,7 نحصل على مموعة ي ,۴ متراصة ونصف قطرها لا 
يزيد عن 27 2 والتي لا يمكن تغطيتها يجملة جزئية منتهية من ,6 ) .وهكذا 
و بالاستمرار على هذا النحو نحصل على متتالية من المجموعات المتوضعة كل منها 

في سابقتهاوالمغلقة والمتراصة 
جه عق See‏ 


والتي أقطارها تسعى إلى الصفر . 











لنفرض أن 


ة المنتمية إلى حميع هذه المجموعات هي م» .يما أن الجملة 





إ 6G,‏ | تشكل تغطية للمجموعة ۴ و ,× د ۴ قإنه توجد مجموعة مثشل 





تحتوي على هذه النقطة . ويما أن المجموعة ,© مفتوحة فإنه يوجد جوار 





( © , د )5 للنقطة وند يقع كلياً قي المجموعة ,م6 . لتختر الآن العدد 7 


كبيراً بشكل كاف وبحيث يكون قطر المجموعة ‏ ...ر ۴ 








من الواضح 


€ S(%.8) 








هكذا نصل إلى تناقض ‏ من ناحية أولى إن المجموعة ...ر ,۴ وققأ لطريقة 


بنائها لا يمكن تغطيتها بآية جملة جزئية 





من 1 .© | ومن ناحية ثانية إن هذه 
المجموعة مغطاة يب ,ر6 





الي فإنه من أية تغطية للمجموعة / يمكن فصل 
ت لزوم الشرط ٠‏ 
كفاية الشرط . لنقرض أنه من كل تغطية للمجموعة / يمكن فصل تغطية 


منتهية . لتكن ۸ مجموعة جزئية من المجموعة ۴ وبحيث إنه لاتوجد لها نقطة 





تغطية منتهية وهوما يا 


٠ لايحتوي‎ 








.S (Xa, 
بما أن المجموعة /1 بأكملها تقع في هذه الجوار‎ 





S (x, 6,), S (x. 8‏ 
كل جوار يحتوي على 
المجموعة ۸ يجب أن تكون 
منتهية . بالتالي فإنه ينبغي أن توجد لأية مجموعة جزئية غير منتهية ١M‏ د۴ 





على نقطة من نقاط المجموعة ۸4 قل 





نقاط تجمع › 








نقول عن جملة من المجموعات إنها متمركزة إذا كان تقاطع أية جملة جزئية منتهية 
متها غير خال ٠‏ 
مبرهنة (5 ). الشرط اللازم والكافي كي 


الفضاء المتري ار متراصة هو 


المجموعة المغلقة ۴ من 





يكون تقاطع أية جملة متمركزة من المجموعات 





ب 





المغلقة من المجموعة 7 غير 
الزوم الشرط . لنقرض أن / متراصة قي نفسها وأن | ۴ ) جملة 
متمركزة من المجموعات الجزئية المغلقة من */ والتي تقاطعها خال . لنضع 
© > © 7 عندئذ تكون م0 مجموعة مفتوحة ويكون + 


* - 5 )© - » لا 
وبالقالي فإن الجملة 2 


من العلاقتين (2 .1 .5) » 5 ) ینتج لن © = ,۴ وها 
11 


يناقض الفرض أن ١‏ ۾ جملة متمركزة وهو ما يثيت لزوم الشرط . 
كفاية الشرط . لنفرض أن تقاطع آية جملة متمركزة من المجموعات الجزئية 
المغلقة من 7 غير خال . لنستعرض أية تغطية | ,© | للمجموعة / حيث إن 
,0 مجموعات مفتوحة . لنضع : 
FE =F\G, =FNCG,‏ 
إن المجموعات ,۴ مغلقة »كما أن : 
N FE, =F\UG, =0‏ 


وبالتالي فإن الجملة 71 4 ليست متمركزء ‏ بالتالي توجد جملة جزئية 


4 © تعنى متممة المجموعة 4 





E‏ . ,۴ . ,۴ تقاطعها خال . وعندئة ومن أجل المجموعات المقابلة 








بهذه الصور 
مبرهنة ( ١‏ ) . كل مجموعة متراصة قي نفسها من فضاء متري هي صورة 
مستمرة لمجموعة كانتور الكاملة ( مجموعة كانتور المتقطعة ) . 

ات هذه المبرهنة هنا ٠‏ وللإطلاح على البرهان بشكل كامل يمكن 
العوتة الى [1 ] أو 81 ] 


لنستعرض الآن تطبيقاً / لمتراصة 2 إلى فضاء متري 3 - 





لن تتعرض 


مبرهنة ( 7 ) - الصورة المستمرة لمتراصة هي متراضة 
في الحقيقة » لتكن | ,1! متتالية كيفية من (×)/ د 7 . ولنأخذ من أجل كل 


عنصر ,( واحدة من الصورة العكسية ,ند . بما أن 1,<] د 2 و كل 








متراصة . فإنه من | ٠,‏ يمكننا فصل متتالية جزئية | ,,1) متقاربة إلى 
عتصر رند 253 - ويما أن ( )/ تطبيق مستمر فإن 
/)x( e )(‏ = ر + = f (x)‏ 





بذلك نجد أن أية منتالية من ( X‏ ) تحتوي على متتالية جزئية مثقارية » إضافة 
إلى أن نهاية تلك المتتالية الجزئية تنتمي إلى (۸)/ وبالتالي فإن ( × )/ 
متراصة . إن هذه المبرهنة تعطي بالتمازج مع الميرهنة (7 ) وصفاً تاماً لجميع 





المتراصات . وعلى وجه التحديد فإن القضاء المتري يكون متراصاً إذا وفقط إذا كان 
صورة مستمرة لمجموعة كانتور المتقطعة . 


rv 





١ - 5‏ معايير التراص لمجموعات في بعض الفضاءات التابعية 
Criteria for Compactness of Sets‏ 


معيار التراص في [1 , C10‏ . 

Criterion for Compactness in C [0 , 1]‏ 
تقول عن توابع من مجموعة ما /1 إنها محدودة باقتظام 
ifr bounded (‏ ) إۆاوجدثیتمشل » بحيث يكون 
»> > |(/)× | من أجل جميع التوبع (۲) × < 4 وأيةنقطلة 
١‏ < [0,1] . ونقول عن التوابع إنها متساوية الاستمر ار ( ا0س« !0ءء ) 
إذا وجد من أجل أي عدد م > 0 عدد 3 > 0 يتعلق فقط ب + وبحيث إنه من 
أجل أية نقطتين / و د/ من [ 1 , 0 ] محققتين للمتراجحة 

: يكون‎ | , - 5 
[e(,) = x(t) | 5 م‎ 

من أجل أي تابع (/ )5 من المجموعة 1 . 

مبرهنة ١‏ ( أرزيلا ) ( 4/2/4  )‏ . الشرط اللازم والكافي كي تكون 
المجموعة K‏ د [0.1]© متراصة هو أن تكون التوابع (/)+ د م 
محدودة بانتظام ومتساوية الاستمرار . 

اللزوم . لتكن 6 متراصة . إن المحدودية بانتظام للتوابع (/ ) د د '/ 
تنتج من النتيجة (؟ ) للمبرهتة (7 ) في الفقرة السابقة . لنبرهن الاستمرار المتساوي 


للتوابع (/) ند 2 4 . ليكن ‏ > 0 معطى ولتبن 3 - شبكة منثهية 


.© اعرف (1847 .1912-83 -15.3) رياضي يطائي 








التوابع 


الاستمرار على ذلك 


)هد . (4):* .(4),: ) للمجموعة م . بماأن 













»د مستمرة على المجال [ / .0 ] - فإنها متساء 








> max |x(/) - x(0| + |x, (1,) = x(t) | + 


+ max |x,(1) - x(/)| < 2p(x.x,) + 


وباختيار (/ ) 7 بحيث يكو 





pم(x.x)‎ < 


x(ı,) - x(t) | < 





وبما أن ء > 0 كيفي ٠‏ وبما أن التقدير الذي حصانا عليه لايتعطلق بوضع 
النقطتين ,1 و ا في المجال [ / .0 ] و لا يتعلق باختيار التابع (/ )د مسن 





المتساوي للتوايع (/ ) د من 6 يكون قد أثيت 
الكفاية . استنادا لشروط المبرهنة نجد أنه من أجل أي عدد # > 0 يمكن 


اختیار عدد مثل 8 > 0 بحيث یکون : 


(1, ) —x(1,)| 





من أجل © > | يه - ,+ | أبأ كانت اورا من [/.0] وأيأكان التابع 
(#)+ 3 له - لتأخذ عددا طبيعيآ , د 
المجال [1 . 0] إلى ” قصماً متساوياً : 
k=0.‏ 
ايكون 
|x(,) -x(1,)| < >‏ 


من أجل أي تابع (/)+ د وأياكانت ,1 , دا < [1 , 


وفي حالة خاصة يكون الأمر كذلك من أجل / , ء٤‏ المنتميتين إلى واحد من 
ات ید آ غ 15 
n’ n‏ 


لتقابل کل تابع )١(‏ ۲ بتابع مستمر (/) , بحيث إن : 


DY 
7 


k k+l 
. على لمجال [ س , © ] التايع (0) ,د خطي‎ )١ 
بهذه الصورة يكون المنحتي البياني للتايع ( / ) ,د هو خط منكسر ب « رأساً‎ 
. «+ ) 1( مرسوما فى المنحني البياتي للتايع‎ 
النفرض أن‎ 
ول+ة‎ 
n 
[ ذ وتبعا لخطية التابع ( / ) ,د على المجال‎ 
k+1 


x( 








k 
)= x(1)- x, (1) < x(1) - x(= ) <e 
n 7 





=2 > £ ( =) 


أما إذا كان 





فإننا نجد أن 


E 2‏ 
=x (‏ (0)ع ك )1( x,‏ — )م ع راع - ())ن > ه- 
7 7 


)<e 





وبالتالي فان 
م > | |x(0-x,(0‏ 
من أجل جميع ¡ د [1 ,.0] آي إن : 
1 
وهذا يعني أن ١‏ مجموعة التوايع (/ ) ,)د تشكل مم - شبكة للمجموعة / 
وبالتالي واستناداً إلى المحدودية بانتظام للمجموعة 6 يكون لدينا : 
c+e =e‏ < | 0),:- 0)«| + |0)+ | ع |0)ي:| 





لتقابل كل تابع (/ ) ,)د 3 1 بنقطة من الفضاء 5 ذي ال ( /+ 7 ) بعداً 
وبمثابة الإحداثيات لتلك النقطة نأخذ تراتيب رؤوس الخط المنكسر - للمنحني 
(۸) ,× » إن هذا التقابل هو 1 ل| ( 1-1 ) كما أنه مستمر بالتبادل بمقهوم أنه 


كانت متتالية التوايع ! (/) ٠“‏ متقاربة إلى (/) '" 





:د بمفهوم المسافة في 
الفضاء [ / .0 ]© فإن متتالية النقاط 72*/1) تتقارب إلى النقطة "7 


بمفهوم المسافة في الفضاء,.,م ٠‏ إلا أن المجموعة 2 - [7) محدودة 
وبالتالي فهي متراصة في ,.,6 . ولهذا فإن المجموعة | (/),< | - / 


متراصة في [0.1]© . 


TAF 





من أجل أي عدد م > 0 يمكن - شيكة متراصة للمجموعة × . 
عتدئذ وبما أن [ 7 .0 ] © تام واستناداً إلى النتيجة )١(‏ من المبرهنة (؟) من 
الفقرة السابقة تجد أن أ متراصة . 

للمجموعات المتراصة في 
ليكن ۸ و ١‏ قصاعين متزيين معطيين ولتكن ۴ مجموعة من التطبيقات / 


للفضاء + قي الفضاء ١‏ . نقول عن التطبيق / د ۶ إنه محدود إذا كان : 
p(f/(x).@) Se,‏ 


ل اه و حيث إن 0 عنصر مثبت من الفضاء ١‏ و ري 


ار التطبيق / ونقول إن التطبيق / < ۴ مستمر بانتظام إذا 
وفقط إذا وجد من أجل كل عدد موجب 4 > 0 عدد 8 >0 بحيث إن المتراجحة 
(f(x). f(x) ) <«#‏ م 
تتحقق من أجل أية نقطتين 37 و :د من الفضاء أ محققتين للمتراجحة 
23 لوو را ده 
لتكن ( ١‏ , 4 ) 11 مجموعة جميع التطبيقات المحدودة من الفضاء ١‏ إلى 
الفضاء  ٠‏ ولنحول المجموعة ( 3 . ١‏ ) 1 إلى فضاء متري . لنضع : 
f. 0) = sum p( f(x) .p(x))‏ (م 
بسهولة يمكن التأكد من أن جميع موضوعات المسافة تكون محققة . إن التقارب في 
الفضاء ( ١‏ .۸ ) ۸11 هو تقارب منتظم على 1 لمتتالية التطبيقات 
(*)6 ¦ د( 34.7 ) لى لتطبيق (×)/ د (1)×,۲. 
إذا كان الفضاء ١‏ تاماً قإن الفضاء ( ۸١ ) ۸ . ١‏ يكون تاماً أيضاً. في 
الواقع ء إذا كانت 0+ (يول .رل ) م عندما 7.7 تسعيان إلى ص ٠‏ 
فإنه من أجل أي عدد £ > 0 يوجد عدد ( ) و بحيث : 
PE N 22 E‏ 


















. ”7 > (2) 80 ومن أجل جميع + 3 2 . نشت + د × 


رن القضاء ¥ ١‏ (× )ر ¦ والمتقارية قي نقسها 








تتقارب إلى عنصر ما "و د ١‏ . لنضع 
f(0) =y = lim f(x)‏ 
فنحصل على تطبيق للفضاء ل في الفضاء + 


بالانتقال إلى النهاية قي المتراجحة ( / .2 . 5 ) عندما ده ج ”™ «نجد 






















POLS IST = & ١ 
من أجل 7« > () 7 ومن أجل جميع + 2 1 .من ذلكإا‎ 2 
× ذا ا /د (80)31.1 وأن («)كر ج (+)ي/ بانتظام على‎ 
لنرمز ب ( 7 .2 )© لمجموعة جميع التطبيقات المستمرة‎ 
بسهولة يمكن‎ 230 ) 8.13 ( / 
التطبيقات المستمرة يا‎ 2 
// ) ا ( 35.7 )"© مغلقة في الفضاء ( [ . اد‎ 
نذكر أخيراً التعريق الآتي . نقول عن التطبيق /, المنتمي إلى أسرة ما‎ : : 
د ( 1.17 )0 إنه متساوي الاستمرار إذا وجد من أجل كل عند‎ 0 
: عدد 8 > 0 يتعلق فقط ب + و يكون‎ 0 > 
زر )م‎ JY > & 
أجل 3 > (و, , ,د) م ومن أجل جميع / د © و لايتعلق باختيار‎ 1 
¥ 5 x. «2 
مبرهنة( ۲ ). الشرط اللازم والكافي كي يمكن فصل متتالية متقاربة بانتظام‎ 0 
هو‎ ١ قي المتراصة‎ ١ من مجموعة التطبيقات المستمرة © للمجموعة المتراصة‎ 5 


أن تكون تطبيقات المجموعة © متساوية الاستمرار . 

سنبرهن فقط كفاية الشروط المذكورة . لنلاحظ قبل كل شيء أن المجموعة ¥ 
هي مجموعة محدودة لكونها متراصة و بالتالي فإن جميع التطبيقات من الميموعة © 
ة بانتظام . ولذنك قإن © تج ( 3 .د )© . وبما أن ( 4.17 )'© مغلقة 








س المجموعة © قي ( ۲.× )© 
تراص © قي المجموعة ( ۲ , × ) ۸1 
التختر من أجل أي عند م >0 عنداً 85> 0 المتراجحة : 


5 5 
5 > ((يعال .1 )م 
٠‏ :7) م ومباشرة من أجل جميع / د © وهذاالأمر 


9 9 8 
ار . لنأخة بعشذ ك - شبكة منتهية 


اد قي المجموعة 1 ء ولنعرف المجموعات : 


8 


Xx, = S(x 5) 


غير متقاطعة واجتماعها يعطينا المجموعة ١‏ » كما أن قطر كل 
ال لا يزيد عن 8 . لتكن يعطذ ,ار, . . . . ولإ بار 


- شسيكة للمتراصة 7 . لنستعرض جميع التوابع الممكنة 


(*)8 < (7 .4 ) 4 والتي تأخذ قيماً ثابتة ز على المجموعة , 


النتاكد من أن هذه التوابع تشكل © - شبكة منتهية للمجموعة 0) . في الواقع ٠‏ 


لنأخذ تطبيقاً كيفياً ‏ د © ٠‏ عندئة من أجل أي عنصر ‏ د ١‏ وأو 
یکون لدینا : 


أي تابع ()م 


+ ((كال/. (ع)رام ع ((حج)ع, زع)رام 
)8(0 , ((عاع)م + ( (بد)ع , (بد)ر)م + 


حيث ,بد مختارة بحيث يكون اء لذلك و استناداً ل (2 
الأغذ بعين الاعتيار أن : , :د تنتميان لنفس المجموعة إلا يكون 
69 ة.هو)مص . < of. fJ‏ 


ومنه نجد أز 


م(/W.‎ g0) < pP( fC), &8(%)) 








لنختر الآن ()م بحيث يحقق زر - (:د)ج المتراجحة : 


EFO, YD 5> 





لبق لي تسر عد و ون 
ء > )8(0 P(IMW:‏ 
بالتالي قإن 
pP(f.g) = sp p( f(x). g(x)) Se‏ 
هكذا فإن انمجموعة ) كمجموعة جزتية من القضاء المتري التام ( 7 , X×‏ ) ۸1 


تمتلك م - شيكة 





قهي متراصة . وهو المطلوب 
معايير التراص في [ 1 ,0 ] /1 
Criteria for Compactness jı IL" [ 0,1] )‏ ( 

ليكن (۲)× < [/.0] ”1 ولنمدد التايع (/) خارج السجال 
1 /.0] فارضين أن 0= (۲) > إا كانت ۲ من خارج المجال . عندئذ من 


أجل أي مال مغلق [ ٠.‏ ] من المحور الحقيقي يكون للتكاملين 


1| ع “نه ]ا‎ FIROT st 


اختبار التراص في | / ,0 ] ”27 . ( مبرهنة م . ريس ) 
الشرط اللازم والكافي كي تكون مجموعة التوابع : 
0 2ح رمع اع«ع 


1 متراصة هو أن تكون هذه المجموعة محدودة يانتظام بالنظيم ومتساوية الاستمر 





وسطيا أي 


1 
1) [ | ك ”| لخ‎ 
2) f |x(t+h) = x(t)|' dice 0<h<8(e) 


من أجل جميع توابع المجموعة . 


TAY 





اللزوم - إن لزوم الشرط ( ١‏ ) واضح . لتيرهن تحقق الشرط الثاني . بما 
أن المجموعة × متراصة ٠‏ فإنه من أجل أي عدد م > 0 توجد 2 - شبكة 
منتهية )١(‏ ,× 1 (2,)4 للمجموعة 2 و يما أن كل تابع 
مت [0,1] £7 مستمر وسطياً قله من أجل أي عد ¡ يوجد عدد مقلل ج 


: ! 
"اك > at‏ "ا 0س - دم جود |[ 
من أجل 3 > ۸ > 0 .ليكن & زس = 8 »عندلذنجد أن : 
: 
lx (t+ = x( | dı < (‏ 

من أجل 8 > / > 0 . ومن أجل جميع , i=1‏ 
لنأخذ تابعا كيقيا () )6 2 6 » عندئذ يوجد تابع متل (۲) × بحيث إن 


1 
fx - زه‎ |” 420 > 0 


إن لدينا : 


( f xt +h) = x(1) |" a1) 


+ | |x (r+h)- x(r+h) | 


x(t +h) = x(t) | 


5 | JID = x(D [ar | < 


< ( j| x(t +n) = x(t+h) | 





1 
|| x(t +h) -x,(t+h )| dt | = 


x(s)= x,(s) | ds < 





إن الصفر خارج المجال [/ 






x(t) | at <s‏ رمب ع |[ ا 


من أجل8 > / > 0 ٠‏ وبما أن (/ ) 6 تابع كيفي من 8 فإن لزوم الشره 





الكفاية . لنستعرض توابع ستيكلوف الوسطية 


1 
x) = اح‎ (r) dr 
„(0) 27 کل‎ 





= f|x()-x(0 [ds > 





([0. 


()h 





| x, (t+u)-x, (1) | = 


5 ۹ 
< 4 "| مع - لسجمئع | 
i‏ 


[ > 


1 2 
| | (e(r+u) -x(e) | (5.2.4) 


من الشرطين )١(‏ و )١(‏ والمتراجحتين (5.2.3) ٠‏ (5.2.4) ينتج أن 
مجموعة التوابع [(۲) ,× من أجل ۸ مثيت ومن أجل ×)١(‏ د × تكون 
محدودة بانتظام ومتساوية الاستمرار . بالتالي فإن المجموعة ١‏ (۲) ,× ) متراصة 
بمفهوم التقارب المنتظم ٠‏ وبشكل أخص يمفهوم التقارب الوسطي من الدرجة م 
من ناحية ثانية لدينا : 
dr =‏ | - () ءا ك | |x)‏ 
dr‏ اا 1 
, 


4 


۳ iw x(r+r)| 4| 





> ل *| )مزع ج)ع| ل[ 


وهكذا فإن المجموعة | (/ )+41 تشكل # - شبكة للمجموعة م ؛ وبما أن هذه 
ال - شبكة متراصة فإنه وفقا لنتيجة مبرهنة هاوسدورف تكون متراصة وبالتالي 
فإن المجموعة نفسها 4 متراصة . 

إضافة لما ذكرنا سنستعرض اختبارين للتراص في الفضاء [ 1 ,0 ] الا 


دون التعرض للبرهان - 


(1)× د £ محدودة في المجموعة . 
> 0 يوجد عدد 8 > 0 بحیث یکون : 
.> ان- دا 
/ ومن أجل جميع التوابع (1) + د #6 . 
ابع المجموعة | (۲) ۲ = 1 نظائم متساوية الاستمرار 


> 0 إيجاد عدد 8 > 0 بحيث يكون 


«e‏ > ]اعم ()د| 


في كل مرة يكون فيها 8 > 2 7106 وحيث إن )١(‏ ر التابع المميز 
للمجموعة 2 





مبرهنة (م 1١.‏ - كراسنوسيل سكي ١)‏ . لتكن المجمورعة 
× د [7 .0 ] ”27 ولتفرض أن لعناصرها نظائم متساوية الاستمرار إطلاقاً و 
متراصة . بمفهوم التقارب بالقياس عندئد تكون هذه المجموعة متراصة بمفهوم 
التقارب الوسطي . 

. © معيار التقارب في القضاء‎ 
( Criterion for Compactness in the Space O ) 

لنستعرض مجموعة المنحتيات [ 4 ) المعرفة بالمعادلات 
ا 00-5 20 E = (E) 7 PON} e‏ 
حيث (۲)× و (/)2, و (2)4 توايع مستمرة بالنسبة للوسيط / . إذا كان 


م و 4 منحليين معطيين ٠‏ فإننا سنكتب معادلاتهما على الشكل (5 . 2 .5 ) 


وسننسب ليعضهما بعض النقاط الموافقة لنقس قيم الوسيط . لنفرض أن 4 هي 
المسافة الأعظمية بين نقاط المنحنيين المواققة . إن العدد 4 يتعلق باختيار التمثيل 
الوسيطي للمنحنيين . سنعتبر أن المسافة (7, 4) م هي الحد الأدنى الأعظمي 
للأعداد » من أجل جميع التمثيلات الو للمنحئيين . 

بسهولة يمكن التأكد من أن المسافة المعرفة بين المنحنيين تحقق جميع 


.موضوعات المساقة وسترمز للفضاء الناتج بالفضاء © . إن هذا الفضاء يلعب دوراً 
هاما في حساب التحولات . يمكن البرهان على أن 0 فضا 2 

مبرهنة ( هيلبرت ) . إذا كانت × 0 هي -جموعة جميع المنحنيات 
القابلة للإصلاح ( 15 +/76017/108 ) والمتوضعة في جزء منته من الفضاء 
و التي أطو الها محدودة قي المجموعة ( كنأاع:|/ wmniformly bounced‏ ( sieقذ‏ 
E‏ 
لنفرض أن أطوال المنحنيات 4 د × لاتزيد عن العدد / . ولنقتم كل منحن × 
ي < إلى 7 قسما متساوية الأطوال ولتصل نقاط التقسيم فنحصل على خط منكسر 


M.4. Kreme‏ )27.4.1920 ) رياضي سوفيتي 


.) اللاطلاع على إثبات المبرهنة يمكن العودة إلى كتاب ( المؤلف نفسه‎ 
Topological Methods in the Theory of Non = linear integral equations 
GT T1. 1956. (Russian ). 





- إن كل قوس من أقواس المنحني 4 وبالمقايبل جزء الخط المنكسر ,4 لايزيد 
عن » كما أن المساقة بين نقاط قوس من تلك الأقواس وبين نقاط الوتر الموافئق 
الضلع من الخط المنكسر ,4 لاتزيد عن 2 قوت چ و و کو 
تمثيلين وسطيين بحيث نقابل رؤوس الخط المنكسر بي في التمثيلين بأعداد من 


- م ويحيث إنه عتدما تمسح 


تشكل ,۸ مجموعة الخطو 

إلا أن كل خط منكسر يعرف ب ( / + 7 ) 3 من الإحداثيات لرؤوسه والتي 
عددها ( / + 7 ) واستتاداً إلى شروط المبرهنة هي محدودة قي المجموعة ٠‏ 
ولذلك فإن ,4 متراصة . استناداً إلى النتيجة ١(‏ ) للمبرهنة ( 3 ) من الفقرة 
الأولى تكون ۸ متراصة . 
تستخدم هذه المبرهئة في البرهاز 

معيار التراص في فضاء ذي قاعدة . 

( Criterion for Compactness in a Space with Basis ) 


مبرهنة ( ۳ ) . إذا كانت × مجموع ء من فضاء باناخ £ ٠‏ فإن الشرط 





اللازم والكافي كي تكون 4 متراصة هو آن تكون محدودة وأن يوجد من أجل كل 
عدد م > 0 عدد مثل وم ي ن ]R,×|‏ < ء من أجل مك رم 
ومن أجل جميع × من ×( 

اللزوم . إن محدودية المجموعة 4 تنتج من النتيجة (5) للمبرهنة (5 ) 
من الفقرة السابقة . لتبرهن تحقق الشرط الثاني . لنأخذ عدداً ما 7: > 0 ولنبن 
7 - شبكة للمجموعة ع : [ يد, .د) من أجل أني عنصر +« 3 2 
نجد عنصرا ٠,‏ ينتمي إلى ال 7 - شبكة وبحيث يكون 7 > | زد -'د | 


دعل ع امه -؟| - امهل 

|« - ,5ل + |إه-ء| > 

> 1+] 4j l> - = * | 

< (1 +] 4" |) 7 + [R. xl 

بما أن 0 ع × ,۸ عندما ده ج +7 من أجل کل عنصر مثبت ۲ › فإنه يوجد 
عدد مثل 0 بحيث يكون 4 > |,د ,8 | من أجل ”« ک ب ومن أجل 
2# . 2 . / > 7 ولذلك فإنه من أجل « ك م7 يكون + 

lR,x| < (2+ [4j 
: و للحصول على المتراجحة المطلوبة يكفي أن نأخدٌ‎ 


| “2+4 
وذلك لأن 7 لا يتعلق باختيار العنصر × من × . 
الكفاية . لنبرهن على أنه بتحقق شروط المبرهنة يوجد من أجل كل عدد 
م > 0 م - شبكة منتهية للمجموعة م . ليكن م > ) معطى ء ولنختر عددا 


7 أنظر الفقرة (4 ) فضاء باناخ ذو القاعدة من اقفصل الرايع 


1 





< 


0 بحیث يكون ,۸| من أجل جميع × < × . لستعرض بعدئذ 





المجموعة ,, المشكلة من عناصر من الشكل + ,5 حيث إن × 3 85 . 





ويمكننا النظر إلى هذه المجموعة كمجموعة متوضعة قي الفضاء ,2 ڏي 


ال ,8 بعدا والمعرف بالعناصر .ع . . . . . د© , © وبما أنه ٠‏ بالإضافة 





المطلوب . 


معيار التراص في / . 


. ( Criterion for Compactness in 1, ) 





الشرط اللازم والكاقي كي تكون المجموعة × د ,/ متراصة هو أن تكون 
× محدودة . ومن أجل أي عدد م > 0 يوجد عدد ر« يتعلق فقط ب 4 بحيث 


من لجل م > 0د ومن أجل أي عنصر 





| “ × من المجموعة ۸ 


إثبات ذلك ينتج مباشرة من المبرهنة السابقة إذا لاحظنا أنه في ,/ يكون : 








ras 





مثال . لنستعرض في الفضاء ,1 مجموعة العناصر | ج 


متوازي السطوح متراص . 

التراص والبعد المنتهي 

‘ss and Finite Dimension ) 

من المعلوم أن كل مجموعة محدو 
مجموعة متراصة . 
للفضاءات الخطية المنظمة و 

مبرهنة ( ؛ ) . الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء الجزئي ۹ 
القضاء الخطي المنظم منتهي البعد هو أن تكون كل مجموعة محدودة من .1 
متراصة . 


اللزوم . لنقرض أن .1 ذو 7 بعدا اء عندئذ يكون .1 هوميومورفيا مع 
ليدي ذي ال ” يعدا ,5 . إن ۷ صورة المجموعة المحدودة 
بواسطة الهوميومورفيزم ( تطبيق ١ - ١(‏ ) ومستمر بالتب ادل ) هي 


مجموعة محدودة في ,/ وبما أن ار متراصة في ,£ فإن ۸ في 1 
متراصة أيضاً . 

الكفاية . لنفرض أن كل مجموعة محدودة من 1 متراصة . لثأخذ في 1 
عنصرا كيقيا x‏ و 1= إر» || ولترمز ب ر1 للفضاء الجزئي المولد ب 
× إذا كان را = ى فإن المبرهنة تكون قد أثيقت . أما إذا لم يتطابق امع 
فإنه استنادا للتوطنة في الفقرة الثائية من الفصل الثاني يوجد عنصر في 1 
مل ايه بحيث إن 4 > [يد | و ؛ 


< [ن- | 


النرمز ب رك للفضاء الجزئي المولد بالعنصرين و وهنا يكون لينا 
احتمالان : إما دا = 1 وفي هذه الحالة تكون المبرهنة قد أثبتت وأما أن لا يتطابق 

















إجد عتصر مثل :× 


لبق ,2 من أجل عديد ما 








7 مع 1 وفي هذه الحالة تكون المبرهنة وإما أن نبني متتالية لا نهائية 


( غير منتهية ) من العناصر [ ,) والتي من أجلها يكون / - | ,د | و 





lx, - x 


7 ,77 . إن الاقتراح الثاني يسقط وذلك لأنه يعني 





من أجل ”۸ و 
وجود مجموغة محخودودة ( 7 - ]|,: | )وغيرمتراصة 


اعورم < | - .: | الأمر الذي يناقض شروط 


المبرهنة . 

. ( The Best Approx ıa1io" )  لضفألا التقريب.‎ 

درس تشبيشيف مسألة التقريب الأفضل لتوابع بتركيبات خطية لتوابع معطاة . 
بالمحافظة على تلك المفاهيم هنا نكون أمام تقرييات في الفضاءات © و ,1 
وغيرها . 
النستعرض مسألة التقريب الأفضل لعنصر كيفي + من فضاء خطي منظم £ بتراكيب 
خطية لجملة منتهية معطاة من العناصر ,: . 3 , 37 من ومسستقلة 








خطياً . لنيرهن على أن مسألة التقري 


توطئة . من أجل از 





اد غير محدود ل 





3 ) يمكن العودة إلى كتاب 
{khiezer N. 1. Lectures on the Trheory of Appruximations Gostekhiz‏ 
Russian )‏ ( 





r4Y 


|4 - مدية - ئدية- ع | = ( ي.... ,)ت 
إلى ت ويكون لدينا : 
51[ - ]اءدية +... +يدية + بدية ] < (,1 (AAs,‏ 0 


البرهان مده A‏ 
2 
55 لقية :ديا ] رك يل للدي E‏ 


على سطح الكرة الواحدية قي الفضاء الإقليدي ذي ال ” بعدا : 


( الكرة الواحدية مجموعة متراصة في نفسها ) . إن هذا التابع يبلغ قيمته الأصغرية 
// والتي هي بحد ذاتها أكبر من الصفر تبعاً للاستقلال الخطي للعناصر 
u‏ , د , ,دا لنقرض أن ۸> 0 عدد مغطى ما 


|| <* 


ا يموت 





إزإاكان ×مرتبطا خطيا بالعتاصر 
- استفرض أن العنصر + لا يقع قي الفضاء الجزئي 


د . من الواضح أولاً أن اتتقابع 


وبما أن هذه الكرة متراصة في نفسها 4 
كتابع مستمر ٠‏ يبلغ على هذه الكرة قيمته الصغرى ٠١‏ في نقطة مثل 
2 ا ]تكن 


|+|ء- ره . 0.0) ص > ۷ ولذلك فإن ٠”‏ هي القمة 


الأصغرية للقايع ( . يه ,2) © قي فضاء جميع النقاط 


3 


٠‏ :د . ب يوجد عنصر أقرب ما 





إن التركيب الخطي 


:عضول 


,2 ينيغي فرض شروط إضافية . على سبيل 


المثال ٠‏ في الفضاء [1 . 0 ]© ستعرض جمل من التوابع محققة » كما يقولون ٠‏ 
الشرط تِث ٠‏ وقي خلاف ذلك يمكننا ذكر بعض الفضاءات التي يتعرف فيها 
التقريب الأفضل بشكل وحيد . 

تقول عن القضاء 2 إنّه منظم بقوة . إذا تحققت المساواة 


UOTE TÎ‏ ان داوم 


© >0 بركن 0 بم و #0« 
بسهولة يمكن أن نبيّن بأن التقريب الأقضل في الفضاء المنظم بقوة يتعرف 


بشكل وحيد . في الحقيقة » إذا وجد تزكييان خطيان × بے 5 او زد ,بر 35 


بحيث إن + 








فإن 














وبما أن الفضاء منظم بقوة قإن : 


1 تم 





وبما أن العناصر ب . 


7 





وهو المطلوب . 
كأمثلة على فضاءات منظمة يقوة نذكر الفضاعين [1 ,0] "1 » ,/ من أجل 
م > 1 . إن الفضاء [ / . 0 ] © ليس منظماً بقوة وللتأكد من ذلك يكفسي أن 
نستعرض تابعين غير سالبين مستقلين خطيا (1)+ و (/)ز من [/,6©]0 
اولهما قيمتان 
من أجل هذين التابعين يكور 





يتان في نقطة واحدة ( في نفس النقطة ) من المجال [ 1 .0 ] . 








اما اءاء ا«+دا| 
بالرغم من أن ©:» # ” . ويمكن للطالب أن يتأكد من أن القضاعين [/ ,0 ] .1 


و / هما أيضاً فضاءان ليسا منظمين يقوة . 


التراص الضعيف . سنستعرض مبرهنة بالغة الأهمية وذات تطبيقات واسعة 


إذا كان الفضاء 6 قابلا للفصل ٠‏ قإن كل كرة من الفضاء 

المراقق "£ متراصة بضعف . أي إنه من أية متتالية من الداليات الخطية | :/ † 
ذات النظائم المحدودة يمكن فصل متتالية جزئية تتقارب بضعف إلى دالي ما وإ - 

في دراستنا لفضاء المؤثرات وجدنا أن فضاء المؤثرات الخطية المحدودة هو 
قضاء تام بمفهوم التقارب النقطي للمؤثرات . وبما أن مقهوم التقارب النقطي ومفهوم 
التقارب الضعيف يتطابقان بالنسبة للداليات الخطية ٠‏ فإنه يمكننا اعتبار أن القفضاء 
6 اتام بمفهوم التقارب الضعيقف . وفقاً لذلك يكفي أن نبرهن.على أنه من أية 
متتالية ! //. ) من الداليات الخطية ذات النظائم المحدودة يمكننا فصل متتالية ج 
متقاربة يضعف في نضها . دون أن نمس عمومية المسألة يمكننا اعتبار أن 
1> | | .لکن :3 . ر مجموعة قابلة للد 
وكثيفة في كل مكان قي 2 . يما أن : 

لاسا ك اا 1ا > اا 

فإن المتتالية ! ( ,× ) / | متتالية عددية محدودة ٠‏ وبالتالي فإنه يمكننا فصل متتالية 


(2) ير . (x)‏ 
لنستعرض متتانية الداليات ((,)..,,/. ٠‏ بماأن 


| (| < [=| 


(:*) .أ متتالية عددية محدودة ولذلك فإنه يمكنتا فصل متتالية 











محدودة في المجموعة فإن هذه المتتالية تتقارب على المجموعة جا 
١‏ ,× , الكثيفة في كل مكان في £ . واستتاداً للمبرهنة (۲) في ال صفحة 
)١١(‏ تكون المتتالية ¦ 


/. )متقاربة بضعف. وهو المطلوب 


٠‏ كل كَرَ في القضاعين 












٠ /‏ [1 .0] "1 متراصة بضعف 
هذا الأمر ينتج من أن // > ,/ ع[ 7 .0 ] "1ا = [1 .1"]0 وأن 
ا > [ 1 .0 ]1 قابلان الفصل 
ملاحظة . بسهولة يمكن التأكد من أن كل كرة في "£ مغلقة بضعف وبالتالي 
إذا كانت متراصة بضعف فإنها تكون متراصة بضعف في نفسها 
٣ §‏ شمولية القضاء [/ , 0/© 
Universality oF C[ 0, 1]‏ 
برهن الرياضي السو یسون ( 0۸ی رل .8 .۶ ) في عام 
(1475) على وجود قضاءات مترية قا 


للفصل ' شاملة 


فضاءات تحتوي على فضاء جزئي 


wmiversal )‏ ) أيه 








,ومتري لأي فضاء متري قابل للفصل . لاحقاً 
ازور على أن الفضاء [7 


0 هر 





قضاء شامل . إن برهان اخ و مازور يستند إلى التراص الضعيف 
اللفضاءات المراققة . 
مبرهنة ١‏ . كل فضاء باناخ والقايل للفصل 5 ايزومتري وإيزومورفي 
لفضاء جزئي من القضاء [1 ,0 ] © . 
البرهان . لتكن 5 هي الكرة | / | في الفضاء "£ . وسنعتبر 
الخطية RE‏ 


الكرة الواحدية 1 > |+| من الفضاء 
من أجل كل دالي / < 8 تضع 
k=1.2.‏ عبد د م ونه )ير 
إذاكان / جت ,| ( 65 بل .,/) قان 
"أت = (,۵) وار ج (,ه) رر = "ي ينلك يقابل كل دالي / 353 
'ر ( ( يه)/. > ب ) من الفضاء 5 وإن التقارب 


. 5 يؤدي إلى أن 30 +- ,1 العناصر المواققة من الفضاء‎ /, > J 
هي مجموعة من نقاط الفضاء 5 المقابلة للداليات /. د 5 عندئذة‎ ١ النفرض آن‎ 
تكون ۸ صورة مستمرة لمجموعة متراصة في نفسها وبالتالي فهي متراصة في‎ 
نفسها . بسهولة ذرى أن التطبيق المعاكس ل ۷ على & هو أيضاً غامر ومتباين‎ 
FST ومستمر .في الحقيقة ءليكن (به)ص = (يه)ثر,‎ 
من أجل أي عنصر « د م و/ 5 |د] نختار ,, يحيث يكون‎ 


> > إبيه - 5 | . عندتة يكون : 
+ إليعه)م- نيه)/ | + | ) (x=,‏ |= إص)م- )م | 
26> إليه -د)م 
قن (>)م - (+ثر أيين م -م,ر. 
(يه )ررح () . . . ,2,/ - 6 فإنه استنادا إلى 











بالاستناد إلى المبرهتة ( الفقرة )١(‏ نجد أن 7 كمجموعة متراصة في تفسها 


من فضاء متري تكون صورة مستمرة لمجموعة كانتور المتقطعة ,2 








و5 يذالي 83 . 





اتتطابق مع 5 ويكون /ر جل /. عندما 
د 3 6 وحسب تعريف التقارب الضعيق لل 


م + 





(0) = f(x) 
ابع خطي ومستمر‎ 
9 ل۶ )۲ ۵۸۲۵ 4) فنحصل على تابع مستمر‎ 





النمدد التابع )١(‏ , المعرف على المجموعة ,۲ 





علىالمجالاث المجا 





(/ )و معرف علىالمجال المغلق [/ .0 ] أي إنه ينتمي للفضاء [ 0,1 ]© . 
ووفقاً لتعريف النظيم في الفضاء [ / .0 ]© يكون لدينا : 
max | #,(/)‏ اما 


استناداً لخطية ( / ) ,4 على المجالات المجاورة ل ,72 تتطابق القيمة الأعظمية 





للتابع (4#:)1 على المجال [1 .0 ] مع القيمة الأعظمية للتابع(/) 4 على 
ء ولذلك فإن 


= max | #,() 





من ناحية ثائية ومن أجل ۲ < ٨‏ ووفقآل (3.1 


o.(0| =| £(O| < ] || > | *[ 





max | o#,()| = [xl 0 





أكثر من ذلك »من أجل × معطى يمكن بناء دالي وار نظيمه يساوي الواحد ومن 
آجله يكون + 
ءا« | = h(x)‏ 
وبما أن مر 2 5 قإنه توجد م/ < و7 يكون من أجلها 
hk = 6‏ 
وبالقالي فان 
يا 1 - (x)‏ 


ي[* | 2 ())),م 
ولذلك فإن 
max |o, (0| > | xl, (539‏ 


من (5.3.2) و (5.3.3) ينتج أ 
lol. = max le, (| = | <l, (5.3.4)‏ 


من بناء التابع (4 ) ,4 واضح بأنه إذاقويل رد د 4 ب (1/) ,© و دلا 
ب (1),,” فإن يد + رد يقيل يب (0) رس + (/) ,ب وم 
يقابل ب ( / ) ,م 7 . بالتالي يكون لدينا تطبيق إيزومورفي للفضاء 5 على جزء 
من الفضاء [/ ,0 ]© . ويما أنه وفقاً للإيزومورفيزم يقابل العنصر يبد - ,2 
بالتابع (4) ,© - )١(‏ ,م ووفقا للعلاقة (4 .3 .5 ) يكون لدينا : 
]نه - به | عاذ > la‏ 
بين الفضاء £ وجزء الفضاء [1 .0 ]© هو ليس فقط إيزومورفياً 


. رياضي قرنسي‎ ) 2.9 1878 - 4.6. 1973( )Frêche . MR) 0 








7 2 2 










وبالتالي فإن | 7 | متتالية محدودة . أي إن ر في الواقع ٠‏ نقطة في الفضاء 
m‏ 


لنفرض آن المنصرين ١‏ , »× من ×» 





المعرف لدينا ٠‏ يقابلان 





بالخصرين [/7 4 = ار و ١‏ إ7) = رمن ” ١ء‏ عندئذ يكون لدينا : 
lr» | = sp |, =| =‏ 


sup [[2(x.x 0 (x, . x (1-0 .*,) = (x, . «1|‏ 
IN‏ دعام > sup | p(x.x,) p(x .x,)|‏ = 
لنفرض الأن أن # عدد موجب كيفي . أصغر من (/د,) 7 - توجد نقطة مثل 


,امن المجموعة القابلة للعد والكثيفة في كل مكان ١‏ بحيث إن 


ومنه نجد 
(56ة) م - دعام < [ث#ردررل 
وبما أن £ > 0 كيفي فإنه من العلاقة (6 5 . 3 ) نجد 
|»ı-»| > p(x. (3.5.7(‏ 
بمقارنة العلاقتين ( 3.5) نجد 
(3.5.8( 0 |“د- دا 
وهكذا فإن المسافة بين النقطتين x‏ و في ١‏ تساوي المسافة بين صورتيهما 
« ور قي ” ١‏ بالتالي فإن القضاء ١‏ ايزومتري لجزء £ من الفضاء 77 
من الواضح ٠‏ أن هذا الجزء من الفضاء *7 قايل للفصل . 
اليكن £ فضاء جزتيا من القضاء 77 مولداً بعناصر المجموعة 2 ؛ عندئة 
يكون 2 قابلا للفصل ومن النمط 8 ( فضاء باناخ ) ٠‏ 8. ايزومتري نجزء من 
هذا الفضاء . وهو المطلوب إثباته . 
مبرهنة (؟ ). (يثاخ -مازور ) ( 102۲ - 80۸ ) کل فضاء 
متري وقابل للفصل ايزومتري مع جزء ما من الفضاء [1 .10 . 
ج مباشرة من الميرهتتين ( )١‏ و (؟5) + 
ذه الفقرة ‏ خاصة أخرى من شمولية الفضاء [/ ,0]© . 


( 1 . © .1/4 ) نظرية 


تسمى المجموعة المغلقة والمحدية 4 من الفضاء / مخروطاً إذا تمتعث 
بالخواص الآتية : إذا كان × د × (6* ) فإن ×2 د × من أجل 2۸ > 0 


: للاطلاع على هذا الموضوع يمكن العودة إلى الى العملين‎ 
1) Krîen M. G. and Rutman M. A. Linear Operatars that Leave a Cone 
Invariant in Banach Space ( Russian ) UMN, T.I VY YP.1(23) 1948. 
PY Kien 1, G. Fundamental Properties of Normal Conical Sets in Banach Space 
(Russian) DA N( 28) (13-17) . 19%0 





1 
Im 





وى *4 3ض تمل 22 





ان ١‏ و ۷رمن × فان 
K2(x+y)‏ 

ويسمى المخروط 7 طبيعياً (/707 ) إذا تحققت من أجل أي عنصرين مته × 
= |[ د المتراجحة : 


< |«+ دا 1 


و رد1 = y]‏ 








احيث 8 عدد موجب ثابت - على سبيل المثال » تشكل مجموعة التوابع غير السالبة 
من الفضاء [/ ,10© مخروطاً طبيعياً ٠‏ وتتحقق المبرهنة الآتية : 
مبرهنة (+ ). (م . غ . كريين ) 


الفضاء القابل للفصل £ قإته يوجد تطبيق خطي (1-/) غامر ومتباين للفضاء 


إذا كان × مخروطاً طبيعياً في 





/ على فضاء جزئي من الفضاء [0.1]© وتكون صور العناصر من 6 وفقط 
تلك العناصر بواسطة ذلك التطبيق توابع غير سالبة . 





إذا لم يكن الفضاء £ قابلا للفصل › فإنه تتحقق مبرهنة ممائلة مع استبدال 
الفضاء [/ .0 ]© بالفضاء (0)) © فضاء التوابع المستمرة على المجموعة 


ثنائية التراص © 


مسائل وتمارين 


١1-يرهن‏ ل هإإذاكقت 5 هي مم-شبةةللمجموعية // 
قإن (؟ 5 ل) ۸ وبالعکس 





. اذكر مثالاً لمجموعة محدودة إلا أنها غير متراصة‎ - ١ 


٣‏ - اذكر مثالاً لمجموعة محدو 









ms 


؛-لتكن * مجموعة كثيرات الحدود من الدرجة الثانية 





+ 73-87 لبن 


(«.×)م ولیکن (ع.6.6م)- د و#/ 





ا 0 





برهن وجود ثابتين مثل /,©, © > 0 بحيث إن : 





)564( 
إن ك هي المسافة في #/ . 
© -لككن 1 مجموع ة كثيرات الحدود مهن لدرجة الثاتية 
GD A 72-7‏ 
| )ل -( )| بعصم > زر.عام ولتكن 1 مجموعة جزئية من 
1 > |(4)*] + برهن أن 44 متراصة ومغلقة . 
بة © من المجال المقلق [7 .0 ]> [4,5] 
للمجموعة 6 لايمكن قصل تغطية منتهية منها . 
؟ - اذكر مثالا لمجموعة مغلقة ومحدودة في قضاء متري وتغطية مفتوحة لايمكن 
^ - اذكر مثالا لمجموعة مغلقة ومتراصة ۴# في فضاء متري ا وتغطية [ ,/ | 
للمجموعة 7 بمجموعات مغلقة لايمكن فصل تغطية منتهية منها . 
4 > اذكر مثالا لتابع مستمر غير محدود على مجموعة مغلقة ومحدودة في فضاء 
متري . 
۰ - لیکن [1 ,0] = × و 
M={xeC(0,1).0Sx()S1.x(1)=1Y,‏ 


1 
وليكن 41()+ | =  / )١(‏ برهن أن 1٤‏ مجموعة مغلقة ومحدودة في 


(0.7)© . أوجد الحدين الأدنى الأعظمي والأعلى الأصغري . هل توجد نقاط يبل 
فيها الحدان الأدنى الأ والأعلى الأصغري قيمتيهما ؟ 
3 - برهن أن القضاء [ 0 . ] "© مجموعة من الشريحة الأولى في [6 , 0] © . 





مسائل محلولة قي مواضيع الفصل الأول 


۾4 ء فضاء جميع التوابع الوحيدة القيمة والتحليلية في 


8 > | ]| (2 > م > 0 ) مع المساقة : 


|(د)س- دع)ع | عوم 


1 
)د - max [x(2)‏ +1 
احيث :/ متتالية من الأعداد الموجبة متزايدة إلى ۸ هو قضاء متري 

من الواضح أن ( نز, د )م > 0 إذا كان “را * × باستبدال (2) ر ب 


( )× في تعريف المسافة («.٠)م‏ نجد أن 0 > ('ر.د)م وذلك لآن 
0( 2 )+- نع )+ | عجوم . بالعس لتفرض أن 0 - (. »)م إن 


0- |(2)” - (2)*| عدبم من أجل أي عند م 05 . 


أي إن التابعين ( 2 ) ×+ و ار متطابقان على كل دائرة مغلقة :/ > 


واستناداً إلى مبرهنة الوحدانية في التوابع التحليلية ينتج أن ( 2 ) '( 


ج (2)* من 
م >| 


ويما أن موضوعة التناظر في تايع المسافة المعرف واضحة فإنه يتبفى علينا 


إثبات مثراجحة المثلث ( موضو ث ) .لتكن × ,ر ,= عناصر كيفية من 
القضاء م4, 


. بما أنه في أية نقطة 2 : # > |2| يكون 


|x(z)-»(z)| s|x(z) -u(=)| + |«(=) -» (2| 


فإنه من الواضح أن 
> |()م- ()ء | عقم 
u(z)| + max u(z2)-y(z)‏ 
من أجل أي عدد ۾ >0 . 


ويفرض أن 





العام (ع)ى اعمس 

max |x(2-u(2)| 

max |«(=)-»(z)| 
واستناداً إلى المتراجحة العددية‎ 


e‏ قا عا من وا دا 


عد "٠‏ وجل “رهزي +128 


plx.s) S p(x, u) + p(y) 


أت الحدود الجبرية من الدرجة ” والمعرفة على 


a, OR 3‏ شرح ع زم 


فبرهن على أن المساقتين 
/,(P.O) = max |P2() -O0(1)|‏ 
p:(P.0) = D> |a-A|‏ 


متكافئتان توبولوجياً - . 
ليكن 
72 2 “(6 حبيه) 1 = (0)0-(0)م د g(t)‏ 


يكون 
(©. ميم |م| > “|0| max‏ = (9, مارم 


لنأخذ الآن مجموعة النقاط ,) > > ,1 > ١ا‏ على المجال [0,1] 
ولنستعرض جملة المعادلات المشكلة .من (7/ +7) معادلة با (7+7) 


مجيولاً : 








(7)ع للك فإن 


ل 
ما 


(9. مارم 0 








) X=, „=|, 201 
7 n 

2 ا ا‎ ID 
1 n 


عع 





إلا أنها ليست متقاربة في 
أجل د يكون لدينا 
£ 5 


am 2n 


1 


) إن المتتالية 


أساسية في الفضاء 


-”)» (= 


لاحظ أن 





لتكن | ( ± ) ,» ) متتالية أساسية في الفضاء م4, ٠‏ أي إنه من أجل كل عدد 


>0 يوجد عدد مثل 70 بحيث إنه من أجل جميع 7 , 7 كد ,7 يكون 
max |x, (‏ 
p(x. x)=‏ 


(لكونهاتحقق 
ن التابع نهاية المتتالية تحليلياً في 
ولاتتعلق ب ۸ ٠‏ فإنه ينتج على الترتييب من مبرهنتي 


lim 2(3, . x) 


max |x 
E: 3 
O لل‎ 


1+ max |x, ( 


( تبعاً لتقاربها المنتظم بالنسبة ل : ) وهو المطلوب 





» وليكن 8 و4, مؤثرين ضاغطين في ١‏ وبحيث 


pP(Ax. A») < a, p( x* 
.ده ام‎ 8 1 
)م من أجل أي عنصر × د ل‎ 4x. 8*( > 
تقعان على مسافة لاتزيد عن سكب‎ 8 
-a 
a 


4 ولنبن النقطة الثابتة "٠ر‏ للمؤثر. 8 


p(x.) <S p(r. ¥) + 
<Sp(x. Bx) [1 + ag + 


p(x. Bx) 
1-a, 
ال إلى النهاية عندما 5ه + 4 نجد أن‎ 
8ه م دل ام‎ E 


کر 2 2 


1-a, 1- و6‎ 1-a 


6 - ليكن التابع (/ .5 ) » معرفا ومستمرا في الشريط 


N={(s,0)e AF’: asssb . -o<u<o) 


كما أنه قابل للاشتقاق بالنسبة ل » في 1] و يحقق الشرط : 

0< m S¢(s.u) > 80 > + ; (s.u) e Il 
برهن على وجود تابع وحيد ومستمر على المجال 81 . 6 ] مشل‎ 
ومن آجله کون 0 = ((ء) "×,:)م, حیث » د [ظط.4]‎ » = × )4( 


النستعرض في الفضاء [4 .7 ] © المؤثر ر = 4 حيث 











.×)s(( se [a . ۵]‏ )م ك 
+m‏ 








له إإاكان ×4 = ر و 4٣‏ = ء فإنه 


لدينا من أجل أي ى 812 4] 





استناداً لمبرهنة لاغر 
»)s(-7)s(|=‏ 


2 


M +m 


ا 





x(s)- F (s) [ o (s.x(s))-— o(s GE 





0, (s 80)| 5 





|x ()-F (| - 
|” جرد‎ 


ا 
Mit‏ 





max |x(s)-F(s) 


Mm 
M +m 


توجد نقطة ثابتة وحيدة مثل "د في الفضاء [ 4  ,‏ ] © . بملاحظة 





وحيث إر فإن المؤثر 4 ضاغط ء وبالتالي فإنه للمؤثر 2 











“دك -*د تكافئ 0 >-((5)'+.*)م حیث ءد[ط ,4 ]یتم 
المطلوب . 
5 - برهن أن 4 المعرف بالعلاقة 
لو ا 
<+20(24) راءه | ¥ f(x)‏ 1 
6 2 


هو مؤثر ضاغط في الفضاء [1 ,0 ] € ٠‏ ثم أوجد نقطته الثابتة ( + ) “/ر ٠‏ 


بما أ 


|4f,- Af| = j xr (f(0) f: (lar 


1 
max | (0-J: (0| = > 
2 elo) 





فإن المؤثر 4 ضاغط . لنضع 0= (×) ب عدئذ نجد أن 


flx)= Af, (x*) 








JI(x)= Af(x) 


f(x)= Af, 


J(z)J= Af, = 


J (x) = lim f(x) =x 


أي إن هذا التابع هو الحل الوحيد قي الفضاء [/ ,0 ] © للمعادلة التكاملية 


' 3 
f= [xr fdr +7 x 





مواضيع الفصل الثاني 





× 5701# | ج > نظيماً في / 





4+ ايا الاجم 





/ بالنسبة للنظيم المذكور 





F" 5x» 





من لجل 1>م>0 و ۾ ك 








الثائية من موضوعات النظيم لا تتحقق ( ||× | |2| = ||×4 || ) :في الواقع » 





إا أخنتا 3 - + و 


x | =aretg 





لن | 2|+ 


أي إن | × | |2 ] -]*2 | وهو ما يثيت صحة الموضوعة الثانية . لنتأكد من 
تحقق الموضوعة الثالثة 


Y= (mm. ) 9 x= 
ج‎ +, +N) 


> إبن+ت |+ارو+ 
=e ++‏ اا + اا + ارما+اوا د 

إن الكرة الواحدية [ 1 ,0 ] 5 هي مجموعة النقاط من #/ والتي من 
أجلها + 

|1 >ا|ة|+ ##م»ء رق ة) عد| - [0.1]ى 
وهي بالنسبة للنظيم المعرف تمثل المربع الواحدي ( طول ضلعه واحدة الطول ) ذا 
الرؤوس : (/,0) )-/.0(٠‏ ء. (1-,0) > (0,/) الواقعة على 
المحورين الإحداثيين ×0 و ر0 
© ) بالنسية للتابع المذكور لا تتحقق الموضوعة الثالثة من موضوعات النظيم 

في الواقع ٠‏ لتأخذ الشعاعين 


PF ع مق‎ )6 4 UTE 1 o, 00١ 


من الواضح أن ر × »كما أن 


>م>0 9 | 








- 4) تأكد من 





xl, =| fx (Dat‏ |20 )| حمس دباء| 


غير متكافئين في الفضاء [1 ,0] ° 
8 ) هل النظيمان 


[xl = max |x(D| + max | * (0| 
rl, = f |x(O|ar + ma | (0| 


متكافئان في الفضاء [ 1 ,0] 6027 ؟ 
4 ) نذكر بأن النظيمين المعرفين على الفضاء نفسه يكونان متكافئين إذا وفقط إذا 


انتج من تقارب متتالية ما وفق أحد النظيمين تقاربها بالنسبة للنظيم الآخر. لنأخذ على 





سبيل المثال المتتالية '/ >- (/ ),تد . بالنسبة للنظيم ,|| - || يكون 


0 








الذي يعاني انقطاعا في النقطة 1 = 1 وبالتالي فهو لا ينتمي إلى القضاء 11 ,0 ] © 
وهذا بدوره يؤدي إلى عدم تكافؤ التظيمين . 

6 ) إن النظيمين ,| . | و ر| . || متكاقان ء كما أن النظيم ,| . || خاضع 
للنظيم ,| . | © .في الواقع ٠‏ إن 


lrl = f|x(D| ar + ma, |* (0| “ك‎ 


< max |x(O| j dt + ma | * (0| = |x|, 
dersi 0551 


وبالثالي فإنه للبرهان على تكافؤ النظيمين يكفي استناداً إلى المبرهنة الآتية : 

^ مبرهنة .إاكان ,| .| و ,| . | معرقين على الفضاء الخطي المنظم 

وكان '3. فضاء باناخ بالنسبة لكل من النظيمين وكان أحد النظيمين خاضعاً للآخر 

فإن هذين النظيمين متكافنان . 

أن نبرهن على [1 .0] © تام بلندبة لكل من النظيمين | .| و ,| + | . 
لنبرهن أولاً أن لقضاء 11 ,0 ] 2 تام باسية لظيم ,| . | . تكن 

١‏ ] متتالية أساسية وفق النظيم ,| . || في [0,1] ١“‏ . أي إنه من أجل 

أي عدد 2 > 0 يوجد عدد ,4 د ¥ بحيث إنه من أجل جميع الأعداد ۸ > ب۸ 

و ۳>( يکون 

lui =x, l= maxl x (=x, (1)| + max |x ()=x, (| < € 

وباستخدام معيار التقارب المنتظم لمتتالية تابعية نجد أنه من المتراجحة السابقة ينتج 

وجود تابع مثل (/) ,ند 3 [0,1] ١‏ بحيث إن المتتالية (۲) د تتقارب 

بانتظام إلى (/ )ند و )١(‏ 4 تتقارب بانتظام إلى (/) ,د 


(10)رد ج (1)يد.( )يد ج (2) يد عنما م ج4) على 


0 تقول إن لثظيم ر| . | خاضع تتقيم ,| . | ٠‏ إذا وجد ثليت >0 بحيث أن المتراجحة 


||| * | ء > دا × | تتحقق من أجل جمیع ضاصر ×< د (٠١‏ 1 فضاء خطي منظم ) 





(5) ( 0.113 27©) متقارية وفق 











لجع (1)مد من [0.,1] € 


()] أساسية وقق النظيم ,|| . || افإئه من أجل أي 





م و > ر يكون 
max |x (£) —‏ 





lm (0-a, (| dt < > 


المتتالية 1(/) ,1) تتقارب يانتظام على المجال [/ ,0 ] إلى تابع 





ما مثل )١(‏ رم من [/ ,0 ]© ٠‏ أما المتتالية | (4) ,1 4 فإنها تتقارب في 


الفضاء [ 1 .0 ] 1 ( الفضاء [1 .0 ] 2 تام ) إلى تابع (/ )0 بالتالي توجد 


متتالية جزئية [(1) ,1 متقاربة إلى (/ ) 0د تقريباً في كل مكان على 


. 1 


التكن 0/ نقطة من المجال [ 2 . 0 ] يحيث إن (,/)رد + (,/) ر» 





عندما © ج 7 . بمكاملة المتتالية الجزئية ‏ [(/) ,13 





(1) =x, (1, )> e, (r) < € ]0.11) 





ومنه نجد 


xy () =» x(t) + jo, (r) dr 0,11) 








x(t) = c+ fo, (r) dr 





مكان على [0.1] 


بما أن عناصر الفضاء [ / ,0 ] .1 تتعرق يدقة حتى ( 


تقريبا في 





rrr 





آ إطلاقاً على المجال [ / ,0 ] فإن التابع 


> (2) ,»| + © مستمر 


0س 0175© وأن (1)رب -(7),د اكان 
+ د [1 ,0]. بالإضافة إلى ذلك » قإنه من الواضح عندما 2 جه 7 أن 
اء [0,1] € تام 


o‏ > | وها بدوره يثيت أن الفضا 


بالنسية للنظيم ,| . | بذلك يكون النظيما 
ملاحظة . يمكن إثبات تكافز النظيمين ,| .]| + با 
منتقية )x,)1(‏ (د[C"“]0.1)‏ 
,| . | وبالعكس . 
قي الفضاء الخطي المتظم £ إذا كان 


| متكاتين . 
|| بشكل مياشر 


وذلك بالتأكد من أنه من 
وقق النظبم ,| . | 


Sx 4 4 7 
1+م)‎ (" 


4 )2-01 ااء ”"» - () )يد عن أجل + عند أصم .و 0 -(1), 


من أجل / عدد عادي . 





n —n nt 














) ليست متقاربة قي دا . 
٠, )۲(‏ ) متقاربة إلى التابع © < (/ )+ وذلك لأن 
تتقارب بائتظام إلى الصفر ( 0 ف (۲) ,× عندمات جل« ) و 
lim sup |x%(t) lim sup‏ 
بن 0 a telê‏ 
0= جگ صا 
aer (n+1)"‏ 
أي إن 0 ج (/) ؛د 6ه جم وهذا 0 
إن 0 چ () اوهذا يعني أن 
(0)يد| حمس + |())يد| xl = max‏ 
1 0 
1 
max + max 1(1) 5 0‏ 
ela‏ +5 | 1 





عندما به جم 


) لنلاحظ أن کل تاع (۲) ,× 








غير قايل للمكاملة بمفهوم ريمان لكونه منقطعاً 


على مجموعة ذات قياس موجب . إن المتتالية ! (/ ) ,د ) تتقارب في القضاء 
1 1 إلى التابع / > (4)+ وذلك لأن 


35 j |x.) =| at = | (x,() =1) d1 = 


lx - 1l 


= -1+ f x(n ar + fe " di= 


( استخدمنا هنا تطابق تكامل ليبيغ للتوايع المتكافئة ( التابع (/ ) ,د يكافئ التابع 
E‏ 
© ) إن المتتالية | ,: ) لاتتقارب قي الفضاء [0.1] .1 لكونها 
متتالية غير أساسية . في الواقع ٠‏ من أجل أي عددين 7 , مر من '7. لدينا: 


م 


n+p) = [e = “n+l 


”*) وجول‎ (nep JTF 1 YR +a oF di+ 


لدم د EE‏ 


n+p 


3 (n rp) nep 


إذا كان مر > 7 قإننا نجد بسهولة أن 


زم 46 الترمز ب [8..] ©© المجموعة جميع التوابسع (4)+ المكقة على 
المجال [6.8] لشرط هولدر ذي المؤشر »© 113 ,0) 2 








لتكن | (/ ) ,2 | متتالية أسا 





0ج [إد- ,|| عنما دج 7 





فك [6.ه] © - [5.ه] “© 








هي متتالية أساسية في [/ .4 ] © من المعلوم أن [ 8 ,2] © هو فضاء 





وبالتالي فإن المتتالية ( ( / ) ,د 4 تتقارب في هذا القفضاء إلى تابع مثل 
(0)+5[9.م]© .أيإن 


|] جح ري‎ 0 e 





(1) »ج (/ )دون (ع )ندم (+ )رد عنماص هف «غفجد ان 








إن (,) .20 < ۸ ومن ذلك ينتج أن (9<)1[طه] “© . 





١‏ بقية هذا 
الأمر يكفي أن تبرهن على أن0 + (×-,×) اا عتدما جه 2. في 
الواقع ٠‏ بما أن المتتالية ! ( 7 ) ,> ¦ أساسية » فإنه من أجل أي عدد # > 0 يوجد 
عدد مثل (2 )70 - م7 بحيث يكون ( ,رد -,,: ) ,11 < »من أجل 
.7 > 70 وفقاً لذلك نجد أنه من أجل أية نقطتين / وج من [8 .0] و 
 (‏ */) يكون لدينا 

= 
ومنه ومن أجل + ” وباستخدام العلاقتين (/ ) ده (/ ),,: 


(2 )ده (۲ )س نجد أن 


|x. (1) (1) = x, (r) + X( r) | N E 


*|ا+-, | 

وبما أن المتراجحة الأخيرة محققة من أجل جميع / وح من المجال [ / .4 ] و 
(۲۶۳) قإن ٤‏ ك ( + - ,د) ,7 . يهذه الصورة نجد أنه من أجل أي عند 
5 >0 يوجد عدد مئل ( )70 > 70 يحيث إنه من أجل جميع ۸> ۸ 
تتحقق المتراجحة م > ( + - ,ند ) ,1ا وهذا يعني أن 0 ج (عد- ,ند ) ,لل 
عندما جه 7 وهذا يدوره يؤدي إلى أن 0 ج ( +«- ,د)عننما دوج م . 
وهو المطلوب . 

٠‏ - هل المجموعات الآتية 

4 ) - مجموعة كثيرات الحدود من الدرجة ‏ . 

8 ) - مجموعة كثيرات الحدود من درجة لا تزيد عن 4 . 


© ) - مجموعة التوابع المستمرة والمحققة f\lx(nlarst‏ 1 








) - مجموعة التوابع المستمرة والمحققة للشرط 1 ك 41 )١(|‏ * | |[ 
محدبة في القضاء [1 ,0 ] © ؟ 
© ) ليكن 


oN - 2 يق‎ . AN= Tar 





الدرجة قي ۲حيث ۲< [1 .0 ] ولنشكل كثير الحدود 
R(1) = Ap(1) +(1-2) 0(1) : OS2sl‏ 


RI) = 0 ]14 جيه‎ ) 2 -4( /,[/ 


(/) 8 هو كثير حدود في / إلا أن درجته قي الحالة العامة 





jê Aa, +(1- 2)8 =0 







فان (۲) ۸ لن يكو 





) بنفس الطريقة نجد أن 


) ليكن (1): و (/)1 تابعين مستمرين ومحققين للشرط 


]| :) (| 4> 7 |» (| drs 





=4x() + (1 A) »(D) 0<‏ )2(0 
من الواضح أن (۲) < تابع مستمر »كما أن 
<s 2|) (| +) 2 - 2) | (0)‏ |0 





ومنه فإن 





7 1 
+:4 إل »ع| ] 2 ع يه نيرال 


+ (1-4) j |y(D| dt (ة-ا)جةع‎ > 


وبالقالي فإن مجموعة التوابع هذه مجموعة محدبة . 
4 ) بالمثل تمامأ كما قي ©) تكون المجموعة محدية . 
مص لر ١١‏ - أوجد نظيم »« 
© ) في فضا المتتاليات العددية المحدودة إذا كان 
1 1 1 
ب[ 28+مه- م | 
« ) قي الفضاء  (‏ ,1)0 إذا كان 


1 

| sint ; if sin #0 
ع ماع‎ 1 
7 


)الف فيم لقت - ()/ - إن هذا التابع متزايد في 


المجال 5 15 > / ومتناقص في المجال © 5د > 3 
وبالتالي فإن 
[xl = sup |, | = sup | (r -10n+ 28)" | =‏ 


= |25 -50 +28] = £ 
3 


(b‏ إن التابع 4 518 ينعدم في مجموعة افنقاط ا أي في مجموعة 
xn 1‏ 

قابلة للعد ٠‏ وفقا لذلك يكون التابعان ( / ) × و ۲ 5/72 متكافئين وذلك لأن قياس 

المجموعة التي يختلف عليها التابعان مساو للصفر 0 >- ((/) عد / 340 ) بر ) 


ومنه نجد 








تأكد من أن . 1 والمزود بالجداء الداخلي 
م (2 = (x.y)‏ 


حیث ( :7 , ,7 ) - 0 3 دا هو قضاء هيلبرت القابل للفصل 








lim f 


يجعل 8 تتتهي إلى في (1) تجد 


,© 77 ( اعتماداً على المتراجحة : (”/ + 2م ) 2 > ”(م + م) ) 
بذلك نكون قد أثبتنا أن المتتالية | ب 
بما أن > 0 كيفي فإن المتراجحة (2 ) تعني أ 


إن الفضاء + , ر/ قابل للفصل ء إذ إنه بمثابة مجموعة قابلة للعد وكثيفة في ۾ .:1 
يمكننا أخذ مجموعة جميع الأشعة التي عدد مركباتها المختلفة عن الصفر مئته ( هذا 


العدد خاص بكل شعاع ) والمركبات الأخرى أعداد عادية . 


- برهن أن الكرة الواحدية في فضاء هيلبرت اللانهائي البعد 47 تحتوي على 


1 
عدد غير مئته من الكرات غير المتقاطعة والتي نصف قطر كل منها 73 


لتكن H1: |x| > 1١‏ ء + - 8 الكرة لواحدية في ۸1 » 
ولتكن ,| ٠,‏ جملة متعامدة - منظمة قي ۸ ٠‏ ولتكن 

B= [xe 2‏ 
أي إن 4 هي الكرات التي مراكزها ,» - وتصف قطر كل متها 


كان + د .8 فإن 











- ×| ( اعتبرنا هنا أن 


.»| إذاكان 7 > 4 ) بالتالي قإئه قي الكرة 8 محتوى 





الك المتقاطعة , ال 8 1 
عدد غير منته من الكزات غير المتقاطعة والتي نصف قطر كل ملها يساوي ي 


4 - لتكن ./ متنوعة خطية في // . برهن أن /4 - 7 إذا وفقط إذا كان 








إ6 = ى »أي إنه إذاكان 0 - («ر,*) من أجل أي عنصر 
6 - »× . لنفرض أن £ ليست كثيفة قي كل مكان في / ٠‏ أي 


نلك يعني وجود عنصر ,× 3 1 





بما أن 5 فضاء جزئي و ر× 5 1 فإنه تتحقق مبرهنة النشر المتعامد : 


+ و ع اود حيث ور <1 و 2 ل و2 وفقاً لذلك يكون © * ,2 
عنصر 
ادا للفرض يكون 6 - 


. 20 ) من أجل أ: 





rrr 











استناداً إلى استمرارية الجداء الداخلي . بالتالي 0 = (ى 
جو۲ - ليكن 1 قضاغ جزئياً من فضاء هيلبرت 4 وا 





بد 4 من 1 .أي إن [»- +[ كوز > («.* )م - ك4 برهن أنه من 


أجل أي عنصرين رر , دلر من £ تتحقق المتراجحة 





lu =| < lew =a + Isl -4*‏ 
والمسماة بمتراجحة بييو - 
انطلاقاً من هده المتراجحة برهن على وجود عتصر ر د 1 محقق للمسافة بين × 


والفضاء الجزئي 1 : [x-»|‏ = )L.«(م‏ 

لنستعرض الشعاعين د : د ولنكتب مساواة 
متوازي الأضلاع بالنسبة لهتين الشعاعين : 

+l 


بما أن £ فضاء جزئي في ٨1‏ قإن (در + رر) د £ ولذلك فإن 





0+ es = £ |2*- (+) 


[2-(, + vl = 4 |:| >4 


وعندئذ يكون 





` < ley Û + [x-»,fÛ -24* < 


2 2: E ETN 
< (lx -4 + ود- | أ‎ |: -4 


/ 


د 





ىال > اد »ا 
لنبرهن القسم الثاني من المسألة . بغية ذلك نعود إلى تعريف ال 186 + 


دن ليل الي علد 1831#" موجد شار مل ير د £ بیت ي 





ين 





da “|---| كرو‎ 35 
7 








Vm mm‏ ا 








الفضاء ٨‏ تام قإن ١‏ بر 





نتقارب إلى عنصر مثل ‏ د 1 ( 1 مغلق )ء وبالانتقال إلى النهاية عندما 





٥ج‏ في طرفي المتراجحة (*) تجد 


وهو المطلوب . 





ب ۲١‏ - من أجل التابع “© أوجد كثير حدود من الدرجة الثانية ( / ) (/ بحيث يكون 
التظيم ](/)م- “| أصغريافي [1.1-] 17 
بما أنه في الفضاء المزود يجداء داخلي يكون البعد بين عنصر × والمجموع الجزني 


النوني لسلسلة فورييه لذلك العتصر » من أجل 7 معطى .هو الأصغر . 





الحدود المنشود يتطابق مع كثير حدود فورييه من الدرجة الثائية 





لمن + لاون + لاون - (نام 
حيث (۲)ر» , (۲) . () ره عاصر من جملة متعامدة منظمة ف 


في 
1-1 وأن ) (k=0,1,2) €, = (e'‏ 





(/)6 , (4).© تطبق عملية المعامدة على التوابع 





rrs 





بالأخ ةذ بعين الات ار أن 7 - (fe)‏ - 1[ نجه 


7 
أن = كرد 0(0 . 
IE‏ 


< (ND) = 1= (1.e) 





بماأن 0= = (,1.6) قإن 1 = )١(‏ ,۸# وبالإضافة 


لذلك فإن 
2 و 2 
il = p= f Par =,‏ 
۴ 3 د i‏ 
وبالتالي فإن ۲ < أ = (١)ر»‏ . نأتي الآن إلى إيجاد التايع ‏ (۲)ر» : 


h(t) = 1” - (1,e) ¬ (1 ,e,) ¢, (يي)ن حيث‎ - 

















ولتكن ! ,2 ) متنا 
) متتالية عن 6 





ة فإن متتالية المجاميع الجزئية تكون متقاربة 


وبالتالي فهي متتالية كوشي . وهذا يؤدي إلى أن المتتالية | :د هي متتالية 
أساسية في // وبما أن /7 تام فإنها تكون متقاربة إللى عنصر *< // وهو 
المطلوب . 





مسائل محلولة في مواضيع الفصل الثالث 


١‏ -ليكن + و1 قضاءين خطيين و 3ض الا : 4د مؤثراً خطياً ولتكن جملة 


ک5 د . ,د منتمية إلى ( 4. )40 ومرتبطة خطياً . برهن أ 





x‏ 4 .د 4.4 مرتبطة خطياً 


د , ٠‏ مرتيطة خطياً › فإته توجد مجموعة 











0 > يديك + + 
وهذا يعني أن مجموعة العناصر ,)د 4 


ل إ ذا كانت جملة العناصر ,× 





مجموعة العناصر × 4 


في الحالة العامة لن تكون مجموعة العناصر x. 4 xX: 4 x‏ 4 








4 - إذا كان × فضاء خطياً منظماً ولنفرض أنه قد عرف على × 








|١| >‏ . ياء | متكافتين ولنفرض أن × ج ۸ :4 موثر خطي برهن أن 
ا قو کی ی ق ف وا ووا ق و موو بق ةق 


المذكورين . 











تدع و اعا > إمرء 








الأول أي إنه يوجد ثابت مثل ۸1 > 0 








وهذا بدوره يؤدي 


65 





من ناحية 





1 2 
اذا > باعاى 
وبالتالي فإن (* ) تأخذ الشكل 
Ml <l 5‏ ع أعءهز ء ,رادم ؟ 
: , 


ê FA 





أن 4 محدود بالنسبة للنظيم || || . بالمثل يبرهن 
تدوداً بالنسبة للنظيم الثاني ٠‏ وبالمثل 
إلى عدم محدوديته بالنسبة للنظيم 


على أنه محدود بالنسبة للنظيم 






أيضاً يبرهن على عدم محدوديته بالنسية 
الآخر . 


- لصب تظیم قمؤثر وا ج 





ومنه نجد أن l4l s1‏ 


إلا أن النظيم يبلغ القيمة 7 على الشعاع 
























x (s) ds 


برهن أن هذا المؤثر خطي ومحدود واحصب نظيمه  ٠‏ 
لنبرهن أولا على خطية المؤثر 1 


(ax+ûy)= (PF +9) (ax +BY) ds 





) ax(s) ds + (+9) By(s) ds = 


a (+s) x(s) ds +8 f(r +4) دل زنك‎ 











4 8 + د4ه ب - 
لنتأكد الآن من المحدودية : 

[Axl = max) (+s) xs)+ ds 
< max | x(t) | . max = 

101 ا 
max |x() | . max Fs + 3 s‏ = 

0 1 4 
= max |x) | mex | 4 £1 





- [4| 


1 
اا * 


وهذا يؤدي بدوره إلى ان 





١ 4 
1 





ليكن (2 ,2 )4 تابعاً من الفضاء ([5.©] * [0ط.4] )€ وليكن 
! > © > 0 . برهن أن المؤث [/,0]© + [0]0.7© : 4 المعرقف 








ا 
1 
[مم]ء؛ : عن لعئلة ] ري 
- 
اهومؤثر محدود ‏ . 
النبرهن أولاً أن التابع 
E‏ =( 
e |e-ef‏ 
.مستمر على المجال [0 ٠,‏ ] ولنصب قيمته الأعظمية . بغية ذلك نكب (/)7 
على الشكل : 
ف e‏ 
جك ]| + بتك ] رر 
|| | -11 , 


من الواضح أن 


[(r-a)"* + (b-1)""] 





ومن هذا 





استمرارية التايع (۲) 7 


يسهولة يمكن التأكد من أن التابع ( 7 )7 يبلغ في النقطة 





(max |20|) الأعظمية‎ 








عندئذ تنجد أن 












(«د ١‏ ) ماهو الشرط الذي ينبغي أن تحققه ال 
تعريف المؤثر ( 4 ) 0 مع الفضاء د/ ؟ وماهو الشرط الذي ينبغي فرضه على 
المتتالية ! ,4 ¦ كي يكون المؤثر 4, محدودا ؟ واحسب نظيمه في هذه الحالة 


بما أن را ج دا؛ 4 قإن ذلك يقتضي أن يكون 


وهذا يعني أن 





إن المؤثر 4, محدود 


أن (× 4)ديا من 





أجل أي عنصر × < د 


) المتتالية !به 


إن © = ية | ص عند تكون 


(4 )0 ساحة تعريف المؤثر 4. مؤلفة من تلك العناصر د 2 / والمحققة 
للعلاقة (*) . دا (02)41 . ( على سبيل المثال إذاكان « - ,2 











وبالتالي فإن 
+ > | | 4| 

من أجل كل عدد ۸< ¥ و (1 = |,»|] من أجل آي ”د ¥ ) . إلاأن 
م = || صن = | sup | 4 e,‏ 

وبالتالي فإن 
» + - |د4ه| مبسه - [4| 


[x 








لنبين الآن على أنه إذا كان المؤثر 4. محدودا 














[4| sc = sup |4, | <+” . 0(4) =1, ) 


فإن نظيمه يساوي © . 


(lal zc 





نبرهن المتراجحة المعاكسة ( أي إن 








,2 | من أجل آي عدد د 27 وبالتالي فان 








|4 | > | ,2| مء وهذا بدوره يؤدي إلى أن 
l4l =c = sup l2. |‏ 
١4‏ - أورد مثالا لفضاء خطي منظم 6 ومؤثرين 4ه و 8 من (۴.£) 1L‏ 
کر من أجلهما l4l l2l‏ < |42 
ليكن [/ ,0 ]€ = £ ٠‏ وليكن المؤثران 4, و 8 معرفين قي هذا الفضاء 
بالعلاقتين 


Ax() = f x(r) dr B x(1) =1 x(1) 


من الواضح أن المؤثرين ۸4 و 8 خطيان » وأما استمرارية المؤثر 4 فإنها تنتج 


من المتراجحة 


| 4x| = mar | f x(r Jar) < max |x(1)| . max f dr=|x| 
0 10 . , 





٠ |4|‏ لناخذ التابع 1 = (۲) ,× فيكون 





4(0) ع‎ f ar 1 


مته ينتج ار 
ومنه ينتج أن 


41 = 














بالمثل تماما ييرهن على آن 27 = |8 || و 
10.0 ©,[0,1]© )1ج 4,8 لتستعر المؤثر 8 4. المعرف 
بالعلاقة 


ABx() = 4(rx()) = f rx(r)dr 


ومنه نجد أن 











j rx(r)ar| <‏ | عمج - [«مه| 
1 
max |x(|. max j rar) =|‏ = 
7 5 افة ل ذلك 3 
وبالتائي فإ 7 > | 48] . إضافة لننلك قإن ك - |,48-3.] حيث 
x(1) = |‏ ايبن 4 - | 48[ وهذا أن 





l421 =<: =|41-| | 


5 - ليكن 6 فضاءباناخ 





ليكن ( ثم 8 ) 2 »ع 4 ولكن 
“اية. 2 > (/)6© ( #»ع يق ) سلسلة صحيحة متقارية على #. . برهن 


أن نهاية المتتالية 





١‏ عقتمما ج, هي 


(4) © 3 (2 .2 )2 . ماهي الشروط التي يجب أن تتحقق بالمتتالية [ يا | 
كي تتحفق العلاقة 


Ileal =“ o(l4l) 


النلاحظ قبل كل شيء ونتيجة لتوافر عملية ضرب العناصر في الفضاء (5 ,£ ).1 





تعريف "4 من أجل أي عدد ”< ١‏ » ووفقاًلثذلك يكون 
"|4| > | ”4 ] - لشعرف المؤثر (4.) م (شكلياً ) بالعلاقة 








xeE (9 


ونتكر بان فتفلقة م 





الجزتية متقاربة . إن كل سلسلة متقاربة إطلاقاً في فضاء باناخ هي سلسلة متقارية 





والذي يتحقق فرضاً من شروط المسألة . وهذا يعني أن السلسلة × أ4 ب2 27 


متقاربة إطلاقاً وبالتالي فهي متقاربة في £ لكون £ قضاء بائا 





المتراجحة السابقة نجد 





“4 يه ,2 عرمام | 


(عمعء7),املء د لز اها 





2] 


أي إن © > |](0).4 | . يسهولة يمكن التأكد من خطية المؤثر (/) © 


وبالتالي فإن ( £ , £ ) 1 » ( 41 ) © . لنبرهن الآن على أن المتتالية | ( 4 ) ,5 





تتقارب بانتظام إلى التابع ( 4 ) م عندما 0ه ج ” في لفضاء (۴ 1)٤.‏ . 


في الواقع » من أجل كل عتصر ×< £ يكون 


> l4l 4l ل‎ 





|04) لعل‎ | E a4 





ەج 4اا 5 | ))8,(4- )0(4( | 





عندما ١ت‏ حي « كباق لسلسة متقاربة . إذا كان | 





5 
4 د 7 فإنه يكون 








([4])م - ]4 2 | (4)م | 





المؤثر [1 ,0 ] © هي [1/ .0 ]© + 4, معرفا بالعلاقة 


#110 





Ax() =x(/)-2 jk(1.r) x(7) dr ,te[0.1] 





K)1.( = )1(‏ والتابعان ()/)بر و W)۲(‏ ان 


0 1 ١ 
کن[ 0] و لايطابقان الصفر و > + 41 (7/)/ (4/)/!ا | . برهن أن‎ 
2 


4. غكوس - مستم ركم وج 4 
إن المؤثر 4. معرف على الفضاء يأكمله وبسهولة يمكن التأكد من ان 
eL(C[0.1).C[0.11) a i.4 < 1+ |All lr‏ 4 





إضافة إلى أن [1 ,0 ] © هو فضاء 
المؤثر 4 يكفي ( استناداً لمبرهنة باناخ حول مقلوب مؤثر ) أن نيرهن على أنه 
من أجل كل « د [1 .0 ] € يوجد للمعادلة 





استمرارية مقلوب 








Ax(t) =x(t)-AÃ jw(1) y(t) x(r) dr = (1) (0 








حل وحيد . من المعادلة (/ ) 


أن يكون 


أنه !: 





ان (۲) > حلا لهذه المعادلة فإنه يجب 


x(t) = yı (1) + Acw (1) 


c= [r(r) x(t) dr (2) 





بضرب طرفي المعادلة (2) ب (7) 





وبالمكاملة على المجال [0.1] 





+ نعم 42 ماع زمارل 


(r) x(t) dr (3) 


| 























الي قان 





k(t.) y(D dr+y() =4" y() (4) 





أما تلك الحقيقة من أن (4) تعرف حل 
) فيمكن التأكد من ذلك بشكل 





من هنا تنتج وحدانية حل المعادلة (1) 
المعادلة المطلوب ( مهما يكن الطرف الأيمن (/ ) ”7 


مباشر . إن هذا يعني أن للمؤثر 4 يوجد مقلوب مستمر ويعرف عمله بالهلاقة 


4 





”)0( = (1) = 








1 

غ 

1 
5 


4" y() =» (1) -- ¥(r) dr Vy(r)eC[0,1] 









4x() = j «(® dr . te [0.1] 


برهن على أنه لايوجد مقلوب محدود لهذا المؤثر . 
الفضاء [/ ,0 ]© ٠‏ كما أنه من الواضح أن 





K e4‏ نواة المؤثر 4 تتألف من 








jx(D ar=o vre [0.1] 





ينتج أن 0 = (1) × »أماساحةقيمه (4 )۸ 





ثل المتنوعة الخطية الم شكلة 





من التوابع القابلة للاشتقاق والتي مشتقاتها مستمرة قي الفضاء [1 , 0 ] € والمحققة 
للشرط 0(=0)ر : 


R(A) = {y(1) € C[0.1] :y(1) = x (© dr.y(0) = 04 


بما أن 101 > 4١ء‏ 1 قإن المؤثر 4 تطبيق ( 1 - / )للفضاء [/.0 ]© 
على ( 4 ) # أي إن المؤثر المقلوب ‏ 4. موجود ومعرف على ( 4.) 4# وهو 
تطبيق (7-7) ل (4).4 على [/,0]© . من الواضح أن 

dx) 
dt 





re[0.1] . x(DeR(A) 





A" x(1) = 





في الواقع ٠‏ إذا كان (/) + < (4.) 8 قإن 


)ع ع (0)ع دليمرد ع4 نوع [ 


وذلك لأن 0(=0)× و (1)× = 4r‏ (2) ] غير أن المؤشر "4 


ليس محدودا . في الحقيقة ء لنأخذ المتتالية ۸1 أو = (/) ,د] حيث « و لآ . 





من الواضح أنه من أجل كل عدد « 3 '!. يكون 
/ ك x,(/) e D(4") = R(A) and [x,|‏ 





أي إن المؤثرء 4 ليس محدوداً . 
للمؤثر المحدود يمكن أن يوجد مقلوب غير محدود و معرف 
على متتوعة خطية لاتتطابق مع القضاء بأكمله . 





إن هذه المسألة تبيين 


































القابلة للاشتقاق ‏ مستمرة على المجال [ / ,0 ] والمحققة للشروط 
0 = (7)+ = (0)×. برهن أن 4 مغلق . 


إن تعريف المؤثر المغلق المطيق في فضاء 








هیلبرت » وبالضبط » لیکن ,5 و ٤‏ قضاءي باناخ ٠‏ وليكن 4. مؤثراً خطياً و ساحة 





تعريفه ( 0)4 5 ,£ ومجموعة قيمه (۸)4 د 





من أن ,ندد(2)4 (مد ¥( و lim X, =X‏ 


يسمى المؤثر 44 مغلقاً اذا نت 


و ۷= 4x,‏ صا لن »<(0)4 و 4 =7 . 


إن المؤثر الصطلى 4 هو مزثر خطي . لنبرهن على أن 4 مغلق لتكن 
x,” x.)1( ١‏ حيث >01 متتالية من (4 )0 متقاربة فلي 


0.11 ]© إلى التابع )١(‏ × = × من القضاء [1 .0 ] ٠ €١‏ ولتكن المتتالية 


0۱( > )1 ).4= س ) حیث 1> 





٥] 0. 1[‏ بی تابع ما رمن [1 ,0] €:(۲) « 


الفضاء[/ ,0 ] ٤‏ هو تفارب بانتظام قإن المتتالية إ ١, )١(‏ ) تتقارب 





إلى (1) على المجال [1 .0] » كما أن المتتالية إ (1) ۸ “ (۲)بر) 


تتقارب بانتظام إلى ( 1 ) ١ر‏ على المجال [/ . 0 ] ٠‏ واستناداً إلى المبرهنة الشهيرة 





في التحليل الرياضي والمتعلقة باشتقاق المتتالية المتقاربة بانتظام حداً حداً : يكون 


لقاع (1)* -» حيث 51 





5 قايلاً للاشتقاق ومشتفه مستمراً 


و (/)2, = )١(‏ + من أجل أية نقطة / 3 [/ .0 ] . بالإضافة إلى ذلك : وبما 





أن (/ ), تحقق الشروط 0 - ( / ) ,ند > (0) ,× فإن التابع (/ ) :د يحفق 


نفس الشروط وبالتالي فإن التايع ( / ) د  -‏ ينتمي للمجموعة ( 4. ) 0 ويكون 





3 


(:)ند4 > (0 )بر 04/7 أي إن المؤثر 4 مغلق 








مسائل محلولة قي مواضيع الفصل الرابع 


؟- ليكن ”7 قضاء خطيا ذا / بعدا » عناصره الأشعة الحقيقية 


] = +× ذات النظيم 








أوجد الشكل العام للدالي الخطي المستمر في ”4 واحسب نظيمه . 

) ليكن د + > م > / ء و لنبرهن على أن كل دالي خطي مستمر 
/ < "#70 ) يكون من الشكل 
E} e FF‏ 





f(#) = و‎ += ) 


حيث إن العتصر 7.١‏ 

بالدالي /. ويكون من أجله ,|«| = |/| وأن العدد 4 يحقق 1 

2 في الواقع ٠‏ لتكن ,_؟! يه قاعدة في #7 » علدئذ 
Pp 4‏ 


أي عنصر :د < 7# يمثل وبشكل وحيد على الشكل ‏ ره ي .< حيث 


7 .7 ) =« د 9# يتعرف بشكل وحيد 

















إحداثيات الشعاع »: x=‏ 
إنه من أجل أي دالي / د *(/# ) يكون 
f(x) = = D4 fe) = D> EM‏ 
حيث (ي )رد ين (7 - 4 ) . إن الشعاع 
n}‏ , :7 ,7 4 > را يتعرف بشكل وحيد يالدالي /ر : إذا كان 
= × فإن ™” = (‰)/= (×)/ أي إن ,زه يتطايق مع (4»ك )ثر . 
اد نظيم الدالي كر . لنضع. ” *| ,7 | * ,7 ”اء = ,ج ( العيد 4 








1 1 ق‎ 
چ _ ) ولضتعرض الشعاع‎ 
ag 
z2 E PÎ sign 1, |7, * ( 


lal" 





f(T) = Ê sign n, <n. «| 


وبما أن / دالي مستمر فإن 


fl = lal" sU Ul, = 


"ل "اناغ )اراء 





SHDN 


وبالتالي فإن 


Zln” = (2 ln “Il 

هك ا٣ا‏ > اا 
بالإضافة إلى ذلك فإنه من أجل أي عنصر ‏ !م7 , 11/7 = لمر 
'/ تعرف العلاقة 


e FF 





ORY ED a ae 


دالياً مستمراً في الفضاء ,8 . في الواقع » إن خطية الدالي رم 


واضحة وان 





يته تنتج من تطبيق متراجحة هولدر في المجاميع : 


أ 2 








1 


1 


|۶۵| 


ا 


< 


ملعا بادا -: “لكاس] نض . #اكاكا ) 


أي بن ,| ]ا > |7 | . يذلك تعطينا العلاقة 








f(O= D>) ê x 





.(I<p<+ o) 7 





=l»l‏ " "لم ا - اما 


تشک متاق لما ملق + سقيرحخ أن ادلي عرو 


























)2( = x= En} e Rf 
(k=1.2 n). m = f(e) s FB! 2 اجر‎ nh 
وفقاً لذلك نجد‎ 
|/(Ols XZ اساحمس داي اها عمد كايا‎ | 
. أي لن ,|+| = |2| جص > |/| .برهن المتراجحة المعاكسة الإتجاه‎ 
ليكن |7| = || جص وانأخذ العنصر‎ 
٭ من الواضح أن 7 = || وان‎ = )0.... 0, ie 0... .0( 
وعندة ي‎ /)۳( = |2| 
l/l = sp |70| => (© =| | = ma |2| 
0 is 
٠. |/[ > max || 
ت = م فإن كل دالي / د "2 77 ) يكون من الشكل ( تأكد‎ 
f(x) = ê} €: 

















سا - افاعم ١‏ اسل عاسقا نظ داصىر 
1ء[ = ا2ا > 21 | ١‏ وبلق تخسر 
sign 7, )‏ 3 : > .|| 
اا > 
ا 
اساي = l/l = sup |/(x)| > f(3)‏ 





l= >|‏ 
؛ ‏ تحقق من أن العلاقة 
(و)دن ” = f(x)‏ 


حيث راء .ا . جملة من نقاط المجال [ ۲ .4] و ب د 7# «تعرف 
دالياً خطياً مستمراً في الفضاء [ 04.8 ]© ثم احسب نظيمه ٠‏ 
بما أن 


(Ax, + زيدم‎ e, [Ax,(1,) + x, (1)1 





DD € x; (1) =‏ ++ (ياردن 





= Af(x) +a f(x») 
ومن المتراجحة‎ ٠ فإن /. دالي خطي‎ 


all rl‏ - اها ب افع ا عم كادى :]| ها > ارا 


تج استمراريته وكما أن - إن | :2 > |/| 





لتستعرض الآن في المجال [8 . ©] التابع (/)7 الخطي - جز 








في التقاط ,/, . ...2ك ,/ القيم ن ههه - (1 
ا 1,2 = 4 ) والخطي قي المجالات [/ +4 .4] والثاليت في 


المجالين [,/.©] و [5 .,4] عندئة يكون 7 > |۳| ولهذافإن 





|/l = sup |7 (x) 
Ils 
= فا اه ا‎ 
۰ |⁄| = || وضايضيك‎ 
النلاحظ أن نظيم الدالي يمكن حسايه أيضا استناداً إلى العلاقة‎ 
8 ) / ( إلا أنه من أجل ذلك علينا أولا إيجاد مثل ذلك التابع‎ 


والذي من أجله يكو 0م 000[ (*)/ من 





. C[a,b] 3 x(1) 


M =| x e E : -لیکی 0 ± د £ .ولتكڻن ¦ 1 = (×)ګ‎ ١ 





برهن أن 

1 1 

i «|‏ 
بماأنه من أجل جميه لنقاط + < 2 تتحقق المتراجحة 
|/)١(| > |/ | ||‏ به في حالة خاصة ٠‏ ومن أجل جميخ العناصر 


۷M < ×‏ يكون |× || > إلى أن 





1 
]| عن ع د 


l/l 


واستناداً إل تعریف نظیم ل » تجد أنه من 





م > 0 يوجد 


عنصر مثل ءار 3 ٤‏ وبحيث إن 











۸ - اكتب في شكل تكامل ستيلتجس الدالي / ٠‏ الخطي والمستمر على 
الفضاء [1 ,1 ١]‏ والمعرق بالعلاقة 


f(x%)= fr x(t) d= 2 x(0) 


لنستعرض على المجال [1 , /-] التابع کک = () ,چ ۰ عندئذ يكون 





fxd 8(1) = fr s(n ar 


وبما أنه في تمثيل الدالي / يوجد حد آخر هو (0 )28 - فإنه ينبغي استبدال 
التسمابع (/),م بحيث يعاني التابع ( ؛ ) مم في تكامل ستيجليس 


2)0( 





(8)0 4 (0)* ]| انقطاعاً في النقطة 0 - / مقدا 


يتطابق . كما هو معلوم في نظرية تكامل ستيجليس › مع 
1 -)8-(0 + )ع] (0) + . من الواضح أنه إذا كان 








07 في حل مثل هذا التمط من المسائل علينا أن نتذكر يأنه إذا كان التايع (/ ) د مستمرآ لى لمجال 
6 .| وكان للتابع (/ ) بم مشتق ( / ) "ب في جميع نقاط المجال | 6 , 4 | باستثناء عد مثنته من 
النقاط .6 . . ۔ ۔ ,و ,ر٤‏ وكان قابلاً لتكامل يمقهوم ريمان قان 






















f= |] 


متتالية من عناصر الفضاء الخطي المنظم 5 ٠‏ ولتكن 


الحقيقية .٠و‏ /1/ عدداً موجباً . برهن أن الشرط اللازم 


ماع امات لاع لاع [ ع راع لام [ 





لدم عقع- رقم] *(B)‏ وده - نيع- بمعئز) م] ل)م 








وبذلك يتبقى علينا استخدام مبرهنة هان 





اخ في الفضاءات الخطية المنظمة وتمديد 
الدالي //. كدالي خطي ومحدود إلى دالي /ر معرف على £ مع الحفاظ على النظيم 
أي إنه بحيث يكون /3 ك |// | - | /] . 








اللزوم . استناداً لخطية الفضاء 6 يكون الخضصر بحب 3١‏ = × 
عنصرا من من أجل أي عدد 7 73 ومهما كانت الأعداد الحقيقية 


٠0٠.‏ .دق . ,4 - بالتالي قإن 





جار ر = 1 قابلة للعد وكثيفة قي كل مكان في 





أن 4 sup‏ = | /] ومن تعريف الحد 


:> اوج تصن مكل يزه 8 





IAI -4 <n CDI “IA 





fı (x) > 21 

لنرمز ب .1 لمجموعة جميع التراكيب ألخطية للعناصر + والتي معاملاتها أعداد 
عادية . إن £ مجموعة قايلة للعد . ولنبرهن على أنها كثيفة في كل مكان في 2/ 
أي إن ا = 25 .لفرض أن ٤‏ + 7 عندئذ استنادا إلى النتيجة (۲) من 
مبرهنة هان - ياناخ من أجل الفضاءات الخطية المنظمة ؛ يوجد دالي مثل / دع 
و0خ#/ و0- (*)/ من أجل أي عنصر + < 2 .بالتاليفإن 
0 = (:د)/ من أجل أي عدد 4 72 . وبما أن /1 كثيفة قي كل مكان في 


» فإنه من أجل أي عدد م > 0 يوجد عدد مكل 40 2 7 وبحيث إن 





|] ,/,-/.|] وعندئذ يكون 


الس اع اليك -نسا/زء اليكا(م- )| 














إصل,- م)| fl = sup‏ | 
أي إن 
2 > إتر-/] 2 > إلا 
وهذا يعني أن 
IN = |/*r-A| < [Al + [=1] <2e+e= 3e‏ 








صحيحاً . في الواقع » إذا أخذنا الفضاء 4 ( يبرهن على أن هذا 
الفضاء إيزومورقي للقضاء 77 قضاء جميع 
كتمرين للطالب ) فإنه يكور 





ت المحدودة ونترك برهان تلك 


= "| ومن المعطوم أن القضاء ر/ قابل للقصل أما 





الفضاء 77 فهو غير قابل للفصل انظر المثال ( 7 ) قي الفضاءات القابلة للف صاز 
( الفصل الأول ) . 





4 - ليكن (/) د تابعاً من الفضاء [/ , /-] © ولتضع 
1)+ (1- 
4م لاحك دادم = f(x)‏ 


)١‏ برهن أن "ر دالي خطي ومحدود 
”) أوجد تابعا متل (4 ) # ذا تغير محدود على المجال [ / , / - ] وبحيث 
7 


f(x) = f x(0dg() 
بما ان‎ )١ 


(ax+ By -1)+(ax+fy)(D , 


f (ax + f») = 


+ f (ax + 41()(ترم‎ - 


[CD+*D +4 y(-1)+ (0)‏ 
ا ا ا 


+ a f rx(Dar+ 8 ftunDadr = 


= af(x) + 6 f(») 
. قن الذالي ار خطي‎ 





ع انور رود السك مكلك | ردقم 


5 7 
007 للف 





وبالتالي 





لي ٣‏ محدود ۾ 


لنستعرض على المجال [1 ,1 -] التابع 








j x(Dag,() = frx(Dar 





x(1) x(-1) 


و فإنه ينبغي استبدال التابع (2) ,ع بتابع ( ۲ ) ۾ يعائي 


5 )م 00 
ال انقطاعین اا و س 


٠‏ ( انظر الملاحظة المذكورة 


الواضح أنه إذا كان 














1- =1 0 
1<1<1- )م 
أ 
1 
فان 
f(%) = f x(Ndag()‏ 
x» 5‏ ( 
١-ليكن‏ £ الفضاء ثنائي البعد و ورا 
x‏ 











لم 





مسائل محلولة في مواضيع القصل الخامس 


؟ - اذكر مثالاً لمجموعة محدودة إلا أنها غير متراصة 


اقستعرض اقنجموعمة ( 002:24 = ال المزوذة بالمسافة 
|»-*| («.*)م. إن + محدودة إلا أنها غير متراصة وذلك لأنه أخذنا 





” ) فإنه لايمكننا فصل متتالية جزئية منها متقاربة 








4 -لتكن 2 مجموعة كثيرات الحدود من الدرج ة الثالية 


+/8+ 2رن-()خج.بمسزوودةبلسفقة 








max | x )/(- (|‏ = (¥.x)م‏ ولتكن (0.,8.6) - #22 برهن 
وجود ثابتین مئل ر , به > 0 بحيث إن 
) 2 )مه > (بد. دام > .)هيه 





حيث إن 4 هي المساقة قي *[/ 
يمكن حل هذه المسألة باستخدام المبرهنة المتعلقة بإيزومورقيزمية القضاءات 


المنتهية البعد ٠‏ إلا أننا سنعطي حلاً مياشراً لهذه المسألة دون استخدام المبرهنة المشار 





بين 4 و 87 يكون لديتا 


a, + bt +e, = x,(1) KA oer 





ay Ê + byl +e, Db, .e,) 





/P(¥.1:) = max اره|‎ + ۵,1 +e, a, 1? - byt -c,| 
= max |(a, =a, 1° +(b, =b, )1 +(e, = c,)| < 


<4 (la, -a,| + |b, -b, | + 


(أوعدب 





واستتاداً إلى متراجحة بونياكوضكي نجد 


rts 


























ولتضع 1= a, =a‏ سد مم درق ا معو دن 
5 
ã = max |1 1? + mt + n|‏ 
f(1)= lr + "+‏ 
ويكون 
2 > إم| - مع (م)ر 
(0)ثر + م + ١‏ - ()/ ]| 
2m + ,/)0(‏ + 41 = )2(/| 
ومنه نجد أن 
(0)/ - 2 - (1)ث/, 2 -(2)/ 
وبالتالي فإن 
578 کے 20+0 | ا 5 
دنال لقالخ رشلل _رووير را ”| 
8-48 لالش 5 
وهكذا يكون لدينا 
3 16+ 48( ك ريع )كه 
ك إاب = ,¢( + +(b, = bı)‏ ثم( © -,ه)| عمجم 5 > 
Te‏ < 
فصع الآن كح يها . 








5- انكر مشالاً لمجموعة جزئية 6 من المجال المغلق 
[a.b] =[0.1]‏ ,6 للمجموعة © لايمكن قصل 








,۶ للمجموعة 7 بمجموعات مغلقة لايمكن فصل تغطية منتهية منها . 


لتكن المجموعة '/, -1. و [ 1 ,0 ]6 ( هذه المجموعة مغلقة 





12 6©]0./[ -ليكن‎ ٠ 
ععبءلزل‎ ©]0,1[1,05 x()S1.x(1) =1 4 


ع x(t) dt‏ | = () / . برهن أن ۸١‏ مجموعة مغلقة ومحدودة في 


وليكن ا 





[/ ,0 ]© . أوجد الحدين الأدنى الأعظمي والأعلى الأصغري . هل توجد نقاط 


ييلع فيها الحدان الأعظمي الأصتري قيمتيهما * 





إن التابع الصفقري 0 > (/ ) ,د لا ينتمي للمجموعة 114 و من أجل أي 


عنصر ند 3 16 لدينا 





<1 


وبالتالی فان 34 2 (0,1) 





لنبرهن على أن ۸4 مغلقة . 


عتصر ما (7)* أي إن (7 





الي فإن المتراجحة ‏ 1 > 
0= 
1= 

وبالتالې قان (/)×د ۸ 


لیکن /2)0(4 | 





) 


p(x.) = max | x(1) 


5 
لتتكر 





) ,ند تتقارب إلى (/ ) :د بانتظام . 


(:),- >0 تزدي إلى أن 7 > (/7) > 0 
ي إلى 


x(0) = lim *,(0) 


jx» 2 











f(x) 2 f(x 


إن العلاقة # > (3)/. 106 تعني أن 


)١‏ (*)/ >0 (وضو 





8-اءعاءه0 


(1-8) stSI 





f(y) -# < 0 











1 
f()= fy(D(dt = 





إن العلاقة ٠‏ 1 = ()/ ناد 
تعني أن 
/)x( >1 (١‏ (وصوحا ) 


۲) من أجل أي عند ٤‏ > 0 يوجد عنصر 2 بحيث إن / < 2+ (2)/ 





(dt = 





(2= f 





لنبرهن علىعدم وجود عنصر (۲) ت د ۸١‏ يبلغ فيه الحد الأدئى العظمي قيمة 


الصفر . لنفرض العكس ٠‏ آي إنه 
J(0 )=inf /(x) = 0‏ 


(0)نس ] - (ن)/ -0 وهذايدورهيؤدي إلى أن 








aT أن‎ 


0 > (/) 0 وهذا يناه 
أما الحد الأعلى الأصغري فإنه يبلغ قيمته في النقطة ] = (1) 4 


في الواقع ٠‏ 


I(4) = f1 di =1 





المراجع العلمية 


Aleksandrov , P . S . Introduction 10 Theory of Sets and 
General Topology . Moscow „ Nauka , 367 pages 7 
(Russian ) 

Aleksandrov , P . S . Theory of Functions of Real Variable 
and Theory of Topoligical Spaces . Moscow , Nauka 
415 Pages , 1978 ( Russian ) 

Akhiezer „ N . 1. and Glazman , 1. M Theory of Linear 
Operators in Hilbert Spaces . Vol . 1 . Pitman , London , 
312 pages , 1981 

Bachman „, G . and Narici , L . , Funcrionnal Analysis 
Academic press 530 pages , New York 1966 

Dunford N. and Schwartz J . , Linear Operators Part 1 
General Theory . Wiley , New York, 858 pages 1958. 
Kantorovich L . V . and Akilov G . P „ Functional 
Analysis. Pergmon press . 588 pages 1982 

N. Fomin S.B , Elements of The Theory 
of Functios and Functional Analysis , Moscow , Naka 
542 pages , 1976 . 





























Liusternîk L . A . and Sobolev W . E . „ Elements of 
Functional Analysis . Ungar , New York , 520 pages 
1965 

Natanson 1 . P ., Theory of Functions of Real Variable , 





Moscow . Nauka , 480 pages ,1974 ( Russian ) 

Riesz F . and - Nagy SZ B . , Functional Analysis 
Ungar , New York 465 pages 1972 

Rudin W ., Functional Analysis Me Graw = Hill , New 
York 1973 

Rynne B . and Youngson . Linear Functional Analysis 
5 273 pages 2000 

Vulikh , B . Z . „ Introduction to Functional Analysis 

Moscow , Nauka . 415 pages 1967 ( Russian ) 





ring 





tv. 





. Kolmogorofî 


13 





14. Vulikh „, B.Z , 4A Brief Course in The Theory af Functions 
of Real Variable . Moscow . MIR , 356 pages , 1967 





جدول المصطلحات العلمية 
INDEX‏ 


Abelian (Commutative) group 
Abstract function 

thsıract Hilbert space 
Additive operator 

{djoint operator 


Self adjoint operator 


Axiom , second seperation 


Banach S. 
Banach - Hahn theorem 
Banach Stienhaus theorem 
Banach theorem 

Basis 

of finite = dimensional subspace 


of an infinite - dimensorinal 
subspee 


Bessel's inequality 





Bound Biorthogonal sequences 
Greatest lower bound of an operator 
Least upper bound of an operator 


Bounded operator 





Bounded set 


rr 

















Buniakoskii inequality 


Calculus of variations التحولا‎ 
Category 
Ser af the first . 


Set of the second 





متراجحة كوشي - بونياكوفسكي - شقارتز 
Cauehy — Buniokovskii - Schwarz inequality‏ 





Cauchy sequen 
Srrong 
Weak 

Closed graph theorem 

Closed linear oparator 

Closed set 


Closure 


Coefficients Fourier معاملات قوربيه‎ 
Combination . ( linear) ) تركيب (خطي‎ 
Compact set مجموعة متراصة‎ 
space فضاء متراص‎ 
Complement  .) orthogonal ) متممة متعامدة‎ 
Complete space فضاء تام‎ 
Completeness of space إتمام فضاء‎ 
Completion of a space 
Conjungate مرافق‎ 
Conjugate space قضاء مرافق‎ 
second conjugate space قضاء مرافق ثاني‎ 


ع 





Continuous function تابع مستمر‎ 
Continuous operator موق تمو‎ 
Contraction mapping theorem 
Convergence 

in the ( p th power ) 

in the mean with weight 


norm - conrergence 





Sırong convergence of sequenc Of 


operators 





Uniform convergence of operator تقارب منتظم لمتتالية مؤثرات‎ 


Weak convergence of sequences تقارب ضعيف لمتتالية عتاصر‎ 
of elements 
Convex set مجموعة محدبة‎ 
Dense 
Everywhere dense set مجموعة كثيفة في كل مكان‎ 


Nowhere dense Set 





Diameter of a set 








بهد Dimension‏ 
مجموع مباشر Direct sum‏ 
عنصر خاص Eigenelement‏ 

قيمة خاصة Eigenvalue‏ 

Elemet عنصر‎ 

مخالف للتغير 


Contravariant 
موافق للتغير‎ 


Norm of an element انظيم عنصر‎ 


Covariant 


rv 











مبرهئة هان - ياناخ 


فضاء هيلبرت 


متراجحة هوك 
هوميومور فيزم 


استقلال خط 


متراجحة 


كتين 


Purely imaginary ,real 
Elements . orthogonal 
Euclidean space 
Everywhere denese set 
Ewtension of a linear functional 
2 
Factor space 
Fourier 
coefficients 
Series 
Functional , linear 
Norm of a fimctional 
Function 


Fundamental sequence 


G 


Gram - Schmidt process 


Greatest lower bounded of an operator 


Graph 
n 


Hahn - Banach theorem 
Hilbert space 
Hölder inequalit 


Homeomorphism 


Independence , linear 
Inequality 
Bessel 


rvs 





Cauchy Bumiakovekie 








Schwarz 
Holder 
Minkowski 
Inner product 
Inverse element مقلوب عنصر‎ 
Inverse operator مظوب مؤثر‎ 
lefi inverse operator مقلوب مؤثر يساري‎ 
right inverse operator مقلوب مؤثر يميني‎ 
Isomertic space ) فضاء ايزومتري (متساوي المسافة‎ 
isomorphism إيزومورفيزم‎ 
Kolmogorov . theorem مبرهنة كولموغوروف‎ 
H 
snder polynomials كثيرات حدود ليجاندر‎ 
Least upper bound of an operaort الحد الأعلى الأصغري لمؤثر‎ 
Lefî inverse operalor مقلوب يساري‎ 
Limit 2 نهاية‎ 
af a sequence انهاية متتالية‎ 
point 
Linear 


combination 
dependence , 
functional 


fimctional . representation of 





independence 





لفن 








نظيم مؤثر 

مجموعة غير كثيفة في أي مكان 
مجموعة مفتوحة 

مؤثر 


مؤثر جمعي 


مؤثر مرافق 





M 


o 





















manifold 


normed space 


operator 


Manifold , linear 
Merrit 
Merrie space 
trivial 


Minawski's inguality 


Neighborhood 
Norm 
of an element 
of an operator 
Normed linear space 


Nowhere dense set 


Open set 
Operator 
additive , 
adjoint 
bounded 
continous 
Orthogenal 


complement 





قيمة نظامية لمؤثر 
تمثيل الداليات الخطي 
المؤثر المفكك ( الحال ) 


مبرهنة ريس - 








elements 
sum 
Orthogonalization 


Orthogonal systems 


Parallelogram law 
Parseval's equality 
Point 

limit 
Polynomial 
Product , inner 


Projection 





Regular 





value of an operator 
Representation of linear functionals 
Resolvent operator 


Riesz - Fischer theorem 


Scalar product 
Second separation axiom 
Self adjiont operator 
Separability of spaces 
Separable space 
Sequence 


biorthogonal 


rya 











findamcutal 


limit of 





Weak convergence of sequences of elements 


مجموعة 
مجموعة مغلقة 


مجموعة محدبة 

مجموعة كثيفة 

مجموعة كثيفة قي كل مكان 
مجموحة غير كثيفة في أي مكان 
مجموعة من الشريحة الأولى 
مجموعة من الشريحة الثائية 
مجموعة مفتوحة 

قضاء 


قضاء مجرد 





قضاء هيلبرت 
فضاء باناخ 
فضاء تام 


اقضاء مركب 


فضاء مرافق 





rya 


Series Fourier 


Set 

closed 

compact 

convex 

dense 

everywhere dense 
nowhere dense 

of first category 

of second category 

open, 

Space 


abstract 
abestract Hilbert 
Banach , 
complete 
complex 


conjugate 


Hilbert coordinate space , 





قضاء ايزومتري isometric‏ 
قضاء خطىي linear‏ 
12201001 

metric 

menrizable 

of all sequences of numbers 

of bounded measureable funtions 
of buonded sequences of numbers 
of continuous functions 

of convergence in measure 


af functions of huonded variation 











م 
of finctions with integrable pth power‏ 
فضاء قابل للقصل separable‏ 
قضاء توبولوجي topological‏ 
فضاء وحدي unitary‏ 
طيف Spectrum‏ 
فضاء جزئي Subspace‏ 
Sum‏ 
direct ,‏ 
مجموع متعامد orthognal‏ 
مستوي حامل Supporting plane‏ 
Systems‏ 
linear‏ 
orthogonal‏ 
59 








رة 


ميرهتة ريس 





قضاء توبولوجي 


امسافة تاقهة 





Theorem 
of Riesz 
of Riesz - Fic 





7 
Topalogical space 
Trivial metric 
Totally ordered 
ü 
Unifurm convergece of operators 


Unitary space 


Value 
Variation 


Calculus of variation 
W 


Weak convergence of sequences of elements 





Weierstrass 





Zorn's lemma 








UNIVERSITY OF ALEPPO 
FACULTY OF SCIENCE 


PRINCIPLES OF 
FUNCTIONAL ANALYSIS 


2 
OARS GSS 


السعر 260 لفن د 0 








